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Перестановки
Тут D = 5. Всього є D! перестановок.0 1 2 3 4
↑ ↑ ↑ ↑ ↑
1 3 0 4 2

→ (0 1 2 3 4
1 3 0 4 2

)
→
(
1 3 0 4 2

)
Обернена перестановка:0 1 2 3 4
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
1 3 0 4 2

→
1 3 0 4 2
↑ ↑ ↑ ↑ ↑
0 1 2 3 4

→
0 1 2 3 4
↑ ↑ ↑ ↑ ↑
2 0 4 1 3


(
2 0 4 1 3

)
=
(
1 3 0 4 2

)−1
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Стаття з якої все почалось...
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Логiстичне вiдображення

xn+1 = r xn (1− xn), n = 0,1,2, . . .

X = (x0,x1, . . . ,xN−1), xi ∈R1, i = 0,1, . . .N−1.

3.5≤ r ≤ 4
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Вкладення розмiрностi D
для методу перестановочної ентропiї: N � D !

X = (x0,x1, . . . ,xN−1), xi ∈R1, i = 0,1, . . .N−1.

V0 =(x0,x1,x2 . . . ,xD−1), . . . ,

Vi =(xi ,xi+1,xi+2, . . . ,xi+D−1), . . . ,

VN−D =(xN−D ,xN+1−D , . . . ,xN−1).

V = (V0,V1, . . . ,VN−D), Vi ∈RD , i = 0,1, . . .N−D
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Перестановочна ентропiя
V = (x0, . . . ,xD−1)→ Vπ = (xr0 , . . . ,xrD−1), xr0 < xr1 < · · ·< xrD−1

π ≡ π(V ) = (r0, r1, . . . , rD−1), приклад: π((50,71,32)) = (2,0,1)

приклад: π((7,14,4)) = (2,0,1)
π(V ) називається “символ”, або “паттерн” вектора V

V = (V0,V1, . . . ,VN−D) → Π = (π(V0),π(V1), . . . ,π(VN−D))

n(πi ): кiлькiсть появ паттерну πi в Π;
ймовiрнiсть паттерну: p(πi ) = n(πi )/(N−D + 1)

ентропiя: H(V)≡ H(Π) =−
K

∑
i=1

p(πi ) log(p(πi ))
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Порiвняння з показником Ляпунова
xn+1 = r xn (1−xn), n = 0,1,2, . . .

3.5≤ r ≤ 4
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Застосування в економiцi (2015)

“An anomalous behaviour in
the Libor is detected in all
currencies except euros during
the years 2006–2012.”
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Застосування в медицинi (2001)

Вони були першi...
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Застосування до нейронної мережi

D = 25
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Застосування до нейронної мережi, 2
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Трактовка рiвних значень по BP

якщо xs = xr i s < r , то s пишеться першим

0 1 2 3

a

0 1 2 3

b

π = (0,1,2,3) π = (0,1,2,3)
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Це критикується:

L. Zunino, F. Olivares, F. Scholkmann, and O. A. Rosso, “Permutation
entropy based time series analysis: Equalities in the input signal can lead
to false conclusions,” Physics Letters A, vol. 381, no. 22, pp. 1883–1892,
2017.
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Арифметична ентропiя

COMPLEXITY
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Символiзацiя без перестановок

V = (x0,x1, . . . ,xD−1)→ α = α(V ) = (a0,a1, . . . ,aD−1)

α(V ) — арифметичний символ

приклад: V = (7,15,7,25,15) → α(V ) = (0,1,0,2,1).

Теорема:
Якщо V має всi компоненти рiзнi, то

α(V ) = (π(V ))−1,

де π(V ) — перестановка, яка отримується в методi
перестановочної ентропiї.

19 / 28



Перестановки Перестновочна ентропiя Нейронна мережа Арифметична ентропiя Висновки

Трактовка рiвних значень по ОК

0 1 2 3

a

0 1 2 3

b

α = (0,0,0,0) α = (0,1,2,3)
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Скiльки є нових символiв?

N(D) = ∑
0<d<D

d!

{
D

d

}
= b(D)−D! ,

де
{D
d

}
— числа Стiрлiнга другого роду, а b(D) — впоряд-

коване число Белла.
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Перестановки iндексують кодами Лехмера

Lehmer, D.H. (1960), “Teaching combinatorial tricks to a
computer”, Proc. Sympos. Appl. Math. Combinatorial Analysis,
Amer. Math. Soc., 10: 179–193

K. Schwarz

https://www.keithschwarz.com/interesting/code/
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Арифметизацiя

Числовий iндекс/паттерн A(V )

V = (x0, . . . ,xD−1)→ α(V ) = (a0, . . . ,aD−1)↔ A(V ),

A(V )≡ A = a0 +a1D +a2D
2 + · · ·+aD−1D

D−1.

aD−1 =

[
A

DD−1

]
, aD−2 =

[
A−aD−1D

D−1

DD−2

]
, . . .

квадратнi дужки = “цiла частина”
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Арифметична ентропiя

V = (V0,V1, . . . ,VN−D) → A = (A(V0),A(V1), . . . ,A(VN−D))

ймовiрнiсть: p(Ai ) = n(Ai )/(N−D + 1)

Арифметична ентропiя:

Ha(V)≡ H(A ) =−
K

∑
i=1

p(Ai ) log(p(Ai ))
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Приклад

S1 = (2,2,0,3,4,0,1,3,4,4,0,3,3,2,2,4,4,2,0,1, . . .),

S2 = (2,3,0,3,4,0,1,3,4,0,1,3,4,2,3,4,0,2,0,1, . . .).

Було згенеровано двi послiдовностi довжини 1 000 000 i
обчислено пермутацiйну i арифметичну ентропiї для кожної з

них:

D = 3 PE AE D = 4 PE AE
S1 2.497 3.684 S1 4.390 6.165
S2 2.368 2.919 S2 4.187 5.238
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Порiвняння методiв символiзацiї

Ch. Bian, Ch. Qin, Q. D. Y. Ma, and Q. Shen, “Modified
permutation-entropy analysis of heartbeat dynamics,” Physical
Review E, vol. 85, no. 2, Article ID 021906, 2012.

A(V1) = A(V2) ⇒ µ(V1) = µ(V2) ⇒ π(V1) = π(V2)

T. Haruna and K. Nakajima, “Permutation approach to
finite-alphabet stationary stochastic processes based on the duality
between values and orderings,” The European Physical Journal
Special Topics, vol. 222, no. 2, pp. 383–399, 2013.

A(V1) = A(V2) ⇔ σ(V1) = σ(V2)

σ(V ) = {π(V ),e(V )}
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Висновки

• Запропоновано новий метод символiзацiї векторiв
вкладення, зручний для векторiв з не всiма рiзними
компонентами.
• Запропоновано новий метод обчислення перестановочної

ентропiї, який не потребує використання комбiнаторики —
арифметична ентропiя.
• Для систем з векторами вкладення без рiвних компонент

ентропiя, обчислена новим методом, збiгається з
стандартною перестановочною ентропiєю.
• Для систем з векторами вкладення, що мають рiвнi

компоненти, запропонований метод дає бiльш детальний
аналiз складностi траєкторiй.
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