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1ÏåðåäìîâàÂ ðåçóëüòàòi íàóêîâî-òåõíi÷íîãî ïðîãðåñó âèíèêëà ìîæëèâiñòüîïèñóâàòè â òåðìiíàõ ïðè÷èííî-íàñëiäêîâèõ çâ'ÿçêiâ ïðîöåñè iÿâèùà, îäíîçíà÷íå ïåðåäáà÷åííÿ ïåðåáiãó ÿêèõ íåìîæëèâå â ïðèí-öèïi. Ïðàêòè÷íà ïîòðåáà â òàêîìó îïèñi íàÿâíà, çîêðåìà, â íàíî-òåõíîëîãi¨, äå ðîçìið êîíñòðóêòèâíèõ åëåìåíòiâ íàñòiëüêè ìàëèé,ùî òåïëîâèé õàîòè÷íèé ðóõ ñêëàäà¹ çíà÷íó ÷àñòèíó ¨õ àêòèâíî-ñòi. Òå æ ñàìå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â õiìi÷íèõ ñåíñîðàõ ìàëîãî ðîçìi-ðó, à òàêîæ ó áiëêîâèõ ìîëåêóëàõ ì'ÿçiâ. �óõ ìîëåêóëè àêòèíóâçäîâæ ìiîçèíó â ì'ÿçàõ, ÿêèé ñïðè÷èíÿ¹ ¨õ ñêîðî÷åííÿ, íå òiëü-êè âiäáóâà¹òüñÿ â óìîâàõ ïîñòiéíèõ õàîòè÷íèõ ïîøòîâõiâ, àëå iâèêîðèñòîâó¹ ¨õ. Ôiçèêî-õiìi÷íi ÿâèùà â ïîîäèíîêié áiîëîãi÷íiéêëiòèíi, íàïðèêëàä àêòèâàöiÿ ïåâíîãî ãåíó àáî iíäóêöiÿ iìóííîãîâiäãóêó, ÷àñòî âiäáóâàþòüñÿ ïðè âçà¹ìîäi¨ âñüîãî äåêiëüêîõ äåñÿ-òêiâ áiîëîãi÷íèõ ìàêðîìîëåêóë. Çà öèõ îáñòàâèí áðîóíiâñüêèéðóõ âíîñèòü âiä÷óòíèé åëåìåíò âèïàäêîâîñòi â äèíàìiêó òàêèõÿâèù. Iíøà ïðàêòè÷íà îáëàñòü, äå íåìîæëèâå îäíîçíà÷íå ïåðåä-áà÷åííÿ, � äiÿëüíiñòü �îíäîâèõ áiðæ. Òóò âèïàäêîâiñòü äèíàìi-êè âèíèêà¹ â ðåçóëüòàòi äié îêðåìèõ ó÷àñíèêiâ áiðæîâèõ òîðãiâ,íàìiðè ÿêèõ ìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè ëèøå ç ïåâíîþ éìîâiðíiñòþ.�àçîì iç òèì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ îáãðóíòîâàíèõ öií íåîáõiäíî îöi-íþâàòè ìîæëèâi ðèçèêè, ÿêi âèíèêàþòü ïðè çäiéñíåííi áiðæîâèõîïåðàöié. Ùå îäíà ãàëóçü, äå áàæàíî ìàòè ïåâíèé ïðîãíîç çà îá-ñòàâèí, êîëè îäíîçíà÷íå ïåðåäáà÷åííÿ íåìîæëèâå, � öå äèíàìiêàçåìíî¨ àòìîñ�åðè àáî ñâiòîâîãî îêåàíó. Òóò âèïàäêîâiñòü âèíè-



2 Ïåðåäìîâàêà¹ îñòiëüêè, îñiëüêè ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè íå ïîâíiñòþ âiäî-ìèé, à ïðèòàìàííi ìåõàíiöi ðiäèíè àáî ãàçó âíóòðiøíi íåñòiéêîñòiçáiëüøóþòü íåâèçíà÷åíiñòü, íåiñòîòíó íà ïî÷àòêó, äî ïðàêòè÷íîâàæëèâî¨ âåëè÷èíè. Çíà÷íèé åëåìåíò âèïàäêîâîñòi ñïîñòåðiãà¹-òüñÿ â åêîëîãi¨ ïðè ñïîñòåðåæåííi äèíàìiêè ïîïóëÿöié êîìàõ òàiíøèõ æèâèõ iñòîò.Âèïàäêîâiñòü äèíàìiêè ïåðå÷èñëåíèõ âèùå i ïîäiáíèõ ¨ì ÿâèùíåìîæëèâî óñóíóòè â ïðèíöèïi. Òèì íå ìåíøå, ìîæëèâî îäåð-æàòè çìiñòîâíèé i ïðàêòè÷íî öiííèé ïðîãíîç ïîâåäiíêè òàêèõñèñòåì, ÿêùî çàñòîñîâóâàòè àäåêâàòíèé ìàòåìàòè÷íèé àïïàðàò.Òàêèé àïàðàò âiäîìèé ÿê òåîðiÿ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ. Òåîðiÿñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ � âiäíîñíî ìîëîäèé ðîçäië ìàòåìàòèêè,â ÿêîìó ïèòàííÿ îá ðóíòóâàííÿ ùå íå ïîâíiñòþ âiääiëåíi âiäíàáîðó ïðàêòè÷íèõ ìåòîäiâ. Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõïðîöåñiâ íåìàòåìàòèêàìè äëÿ ñâî¨õ çàäà÷ ñòà¹ ïðîáëåìàòè÷íèì,îñêiëüêè äëÿ öüîãî �içèêè, õiìiêè, áiîëîãè, åêîíîìiñòè ïîâèííiçíàéîìèòèñü íå òiëüêè ç íàáîðîì ïðàêòè÷íèõ ðåöåïòiâ òåîði¨, àëåi ç åëåìåíòàìè ¨¨ îá ðóíòóâàííÿ, � òàêèìè, ÿê òåîðiÿ ìiðè, �óí-êöiîíàëüíèé àíàëiç òà ií.Ìåòà äàíî¨ êíèæêè � íà ïðèêëàäi ïðîñòèõ ñèñòåì ç �içè-êè, õiìi¨, áiîëîãi¨ âèêëàñòè äåêiëüêà ïðàêòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ òåî-ði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ ó �îðìi, çðó÷íié äëÿ çàñòîñóâàíü. Ïðèöüîìó îïóñêàþòüñÿ ïèòàííÿ îá ðóíòóâàííÿ, ùî ïîëåãøó¹ âèìîãèäî ìàòåìàòè÷íî¨ ïiäãîòîâêè ÷èòà÷à. Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ i áiëüøî¨ïðîçîðîñòi âèêëàäó, â îñíîâíîìó, ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè ñèñòå-ìè çi ñêií÷åííîþ àáî äèñêðåòíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ. Äîâåäåííÿ÷àñòèíè ìàòåìàòè÷íèõ îöiíîê âèíåñåíî â äîäàòêè, ùî ïîëåãøó¹ïðî÷èòàííÿ êíèæêè.Ïiäðó÷íèê ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ðîçäiëiâ i äîäàòêiâ. Ó ïåðøîìóðîçäiëi äàþòüñÿ îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà âèâîäÿòüñÿ ïðÿìå i çâîðî-òíå áàëàíñíi ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåì iç äîâiëüíèì ãðà�îì ïåðåõîäiâ.�îçãëÿíóòî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ áàëàíñíèõ ðiâíÿíü, ðî-çóìiííÿ ÿêèõ ñïðèÿ¹ å�åêòèâíîìó çàñòîñóâàííþ òåîði¨. Îñíîâíàóâàãà â ïåðøîìó ðîçäiëi çîñåðåäæåíà íà �îðìóëàõ äëÿ îá÷èñëå-



Ïåðåäìîâà 3ííÿ ñåðåäíüîãî ÷àñó äîñÿãíåííÿ ïîðîãó. Ïðàêòè÷íó êîðèñíiñòüòàêèõ �îðìóë âàæêî ïåðåîöiíèòè, îñêiëüêè âîíè äîçâîëÿþòü îá-÷èñëèòè øâèäêîñòi ðåàêöié ó õiìi¨, øâèäêiñòü ïåðåõîäó ç îäíîãîñòàáiëüíîãî ñòàíó â iíøèé àáî øâèäêiñòü óòâîðåííÿ äèññèïàòèâ-íî¨ ñòðóêòóðè â ñèíåðãåòèöi, ÷àñ î÷iêóâàííÿ ñòðàõîâî¨ ïîäi¨ àáî÷àñ iñíóâàííÿ �iðìè äî áàíêðóòñòâà â áiçíåñi, ÷àñ åêñòèíêöi¨ âèäóâ åêîëîãi¨ òà ií. Â êíèçi äà¹òüñÿ âèâåäåííÿ öèõ �îðìóë äëÿ ñèñòåìiç ëiíiéíèì ãðà�îì ïåðåõîäiâ i ïîãëèíàííÿì/ñòîêîì íà îäíîìó çäâîõ êiíöiâ, àáî íà äâîõ êiíöÿõ îäíî÷àñíî. �åøòó ðîçäiëó ïðè-ñâÿ÷åíî çàñòîñóâàííþ âèâåäåíèõ �îðìóë äî îöiíêè ñåëåêòèâíîñòiõåìîðåöåïòîðíîãî íåéðîíà i ïîðîãîâîãî õiìi÷íîãî ñåíñîðà.Â äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷è-ñëîì ñòàíiâ. Âèêëàä çîñåðåäæåíî, â îñíîâíîìó, íàâêîëî ïóàññî-íiâñüêîãî ïðîöåñó i ìîäåëåé, ÿêi âiä íüîãî ïîõîäÿòü. Ó çàñòîñó-âàííi äî íåéðîííèõ ñèñòåì îäåðæàíî îöiíêè êiëüêîñòi ií�îðìà-öi¨, çäîáóòî¨ ïðè ñïîñòåðåæåííi çà ïóàññîíiâñüêèì i ïîõiäíèìè âiäíüîãî ïðîöåñàìè. Â äðóãié ïîëîâèíi öüîãî ðîçäiëó îïèñàíî íî-âó ìîäåëü íåéðîíà � �çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí�. Äëÿ çâ'ÿçóþ÷îãî íåé-ðîíà, ñòèìóëüîâàíîãî ïóàññîíiâñüêèì ïðîöåñîì, îäåðæàíî ÿâíèéâèãëÿä ïåðåäàâàëüíî¨ �óíêöi¨. Äëÿ íàéïðîñòiøî¨ æ ìîäåëi îäåð-æàíî ïîâíèé îïèñ âèõiäíîãî íåìàðêiâñüêîãî ïðîöåñó â òåðìiíàõãóñòèíè ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòi ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ.Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ñèñòåìè ç íåïåðåðâíîþ ìíî-æèíîþ ñòàíiâ. Âèêëàä îáìåæó¹òüñÿ îäíî- i äâîñòîðîííiìè ñòðèá-êàìè íà ïðÿìié. Âiäïîâiäíi áàëàíñíi ðiâíÿííÿ äëÿ âèïàäêîâîãîáëóêàííÿ ç äðåé�îì i áåç íüîãî íà ïðÿìié (ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà) îäåðæóþòüñÿ ìåòîäîì ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó, êîëè äîâ-æèíà ñòðèáêà, d, ïðÿìó¹ äî íóëÿ, à ÷àñòîòà ñòðèáêiâ � äî áåçìå-æíîñòi ÿê 1=d2.Â äîäàòêàõ íàâîäèòüñÿ ìàòåðiàë, êîðèñíèé äëÿ ÷èñåëüíîãî äî-ñëiäæåííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé. Çîêðåìà, íàâåäåíî äåêiëüêà àë-ãîðèòìiâ äëÿ ãåíåðàöi¨ âèïàäêîâèõ ÷èñåë iç çàäàíèì ðîçïîäiëîì,äëÿ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà, äëÿ ÷èñåëüíîãîìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü íà ïðÿìié. Âñi àëãîðèòìè ñó-



4 Ïåðåäìîâàïðîâîäæóþòüñÿ âèõiäíèìè òåêñòàìè ïðîãðàì ìîâîþ Ñ, ïðîòåñòî-âàíèìè àâòîðîì. �åçóëüòàòè òåñòóâàíü ïîäàíî â �îðìi òàáëèöü iãðà�iêiâ. Â äîäàòêè òàêîæ âèíåñåíî äîâåäåííÿ äåÿêèõ �îðìóë iíåðiâíîñòåé, âæèòèõ â îñíîâíîìó òåêñòi.Äëÿ îñâî¹ííÿ ìàòåðiàëó äàííî¨ êíèæêè ÷èòà÷åâi âèñòà÷èòüïîïåðåäíüî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ïiäãîòîâêè â îáñÿçi ïåðøèõ äâîõ êóð-ñiâ �içè÷íîãî �àêóëüòåòó óíiâåðñèòåòó. Êíèãà òàêîæ áóäå äîñòó-ïíîþ ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóðñiâ òà àñïiðàíòàì ïðèðîäíè÷èõ i åêî-íîìi÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé.



5�îçäië 1Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì÷èñëîì ñòàíiâ1.1 Âñòóï1.1.1 Éìîâiðíiñíèé ïðîãíîçÓ ïðàêòè÷íié äiÿëüíîñòi ÷àñòî iñíó¹ íåîáõiäíiñòü i ìîæëèâiñòüïðîãíîçóâàòè ðîçâèòîê ó ÷àñi ïåâíèõ ïîäié ÷è ÿâèù. Íàïðèêëàä,êîëè ìè ñiäà¹ìî â âàãîí ïî¨çäà, òî ç ãðà�iêó ðóõó, ÿêèé çâè÷àéíîâèâiøóþòü ó âàãîíàõ, ìè ìîæåìî äîñèòü âïåâíåíî ïåðåäáà÷èòè,êîëè i íà ÿêèõ ñòàíöiÿõ áóäå çóïèíÿòèñü ïî¨çä.Ïðè öüîìó ìè ç âïåâíåíiñòþ ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ïî-¨çä, ñêàæiìî, î 1445 áóäå ñòîÿòè íà ñò. Âiííèöÿ i íi íà ÿêié ií-øié ñòàíöi¨. Öå æ ñòàíåòüñÿ i íàñòóïíîãî äíÿ òà ïiçíiøå, ïîêè íåïîìiíÿ¹òüñÿ ðîçêëàä. Ó öüîìó âèïàäêó ìè êàæåìî, ùî ñèñòåìàäîïóñêà¹ äåòåðìiíiñòè÷íèé ïðîãíîç. Äëÿ iëþñòðàöi¨ ïðîòèëåæíî¨ñèòóàöi¨ óÿâiìî ñîái ãðàëüíèé êóáèê, ïîìiùåíèé íà ëàáîðàòîðíî-ìó ñòîëi, ïîâåðõíÿ ÿêîãî ìîæå âiáðóâàòè. Ïîêëàäåìî êóáèê òàê,ùî çâåðõó áóäå îäíå î÷êî, i ââiìêíåìî âiáðàöiþ íà êîðîòêèé ÷àñ



6 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ
@ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @@

Ëüâiâ ÕìåëüíèöüêèéÂiííèöÿÆèòîìèðÊè¨â ÏîëòàâàÕàðêiâ ÄîíåöüêËóãàíñüêuuuuuuuuu
0

1

NÌàë. 1.1. Äî ïðèêëàäó ç ïî¨çäîì�t, íàïðèêëàä, 0.1 ñ. Ïiñëÿ öüîãî ïîäèâèìîñü, ÿêà ãðàíü äèâèòüñÿâãîðó. ßêùî âiáðàöiÿ íå äóæå iíòåíñèâíà, òî êóáèê ìîæå çìiíþ-âàòè ñâî¹ ïîëîæåííÿ òiëüêè øëÿõîì ïåðåêî÷óâàííÿ ÷åðåç îäíå çðåáåð. ßêùî çàíóìåðóâàòè ìîæëèâi ïîëîæåííÿ êóáèêà âiäïîâiä-íî äî êiëüêîñòi î÷îê íà âåðõíié ãðàíi, òî âèõiäíèì áóëî ïîëîæåí-íÿ 1. Ïiñëÿ êîðîòêîòðèâàëî¨ âiáðàöi¨ êóáèê îïèíèòüñÿ â îäíîìó çïîëîæåíü, ÿêi óòâîðþþòü íàñòóïíó ìíîæèíó: {1,2,3,4,5}.Ìè ââà-æà¹ìî, ùî ÷àñ âiáðàöi¨ áóâ òàêèé êîðîòêèé, ùî ìîãëî âiäáóòèñüíå áiëüøå îäíîãî ïåðåêî÷óâàííÿ, îòæå ïîëîæåííÿ 6 íåäîñÿæíå.ßêùî öåé åêñïåðèìåíò ïîâòîðèòè n ðàçiâ, äå n äîñèòü âåëèêå,òî ìè ïîáà÷èìî, ùî ïîëîæåííÿ êóáèêà ïiñëÿ âiáðàöi¨ íå âèçíà-÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî éîãî ïî÷àòêîâèì ïîëîæåííÿì. �åçóëüòàòîìn-êðàòíîãî åêñïåðèìåíòó áóäå òå, ùî ïðèáëèçíî n1 ðàçiâ �iíàëü-íå ïîëîæåííÿ êóáèêà áóäå 2, n1 � 3, n1 � 4, n1 � 5 i n0 = n�4n1ðàçiâ ïîëîæåííÿ êóáèêà íå çìiíèòüñÿ. Öå ïðèðîäíüî ñ�îðìóëþ-âàòè â òåðìiíàõ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòi îäåðæàòè ïåâíå ïîëîæå-ííÿ êóáèêà: �iíàëüíå ïîëîæåííÿ ìîæå áóòè îäíèì iç ïîëîæåíü{2,3,4,5} ç iìîâiðíiñòþ a1 = n1=n i ìîæå íå çìiíèòèñÿ ç éìîâiðíi-ñòþ a0 = n0=n = 1�4a1. Îòæå, ïðèðîäà äàíîãî ÿâèùà (ïîâåäiíêàêóáèêà íà âiáðóþ÷ié ïîâåðõíi) íå äîçâîëÿ¹ çðîáèòè äåòåðìiíiñòè-÷íèé ïðîãíîç. Ó òîé æå ÷àñ ïåâíèé ïðîãíîç ó òåðìiíàõ éìîâiðíî-ñòi ìîæå áóòè çðîáëåíî. Ïåðø çà âñå öå òå, ùî éìîâiðíîñòi çíà-éòè êóáèê ó ïîëîæåííÿõ {2,3,4,5} ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à éìîâiðíiñòüîäåðæàòè ïîëîæåííÿ 6 � íóëüîâà, ÿêùî âiáðàöiÿ êîðîòêîòðèâà-



1.1 Âñòóï 7ëà. Äàëi, ÿêùî ïðîìiæîê ÷àñó �t çìåíøóâàòè, òî ìîæíà áóäåïåðåñâiä÷èòèñü, ùî éìîâiðíiñòü a1 òàêîæ çìåíøó¹òüñÿ, à a0 �çðîñòà¹. Êîíêðåòíi çàëåæíîñòi a0(t), a1(t) ìîæíà âèçíà÷èòè àáîåêñïåðèìåíòàëüíî, àáî íà îñíîâi äîäàòêîâî¨ ií�îðìàöi¨ ïðî âïëèââiáðàöi¨ íà ðóõ êóáèêà, êîòðà â äàíîìó ðîçäiëi íå îáãîâîðþ¹òüñÿ.ßêùî æ íàâïàêè, �t ! 1, òî �iíàëüíå ïîëîæåííÿ áóäå îäíèìiç {1,2,3,4,5,6} ç iìîâiðíiñòþ 1/6. Öi âèñíîâêè ìîæíà îäåðæàòè,åêñïåðèìåíòóþ÷è ç ðåàëüíèì êóáèêîì i âiáðóþ÷èì ñòîëîì. Ïðèöüîìó íåîáõiäíå áàãàòîêðàòíå ïîâòîðåííÿ îäíîãî i òîãî æ åêñ-ïåðèìåíòó, îñêiëüêè åëåìåíòàðíå îçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi âèìàãà¹òàêîãî ïîâòîðåííÿ. Ïðîãíîç òàêîãî òèïó íàçèâà¹òüñÿ éìîâiðíi-ñíèì àáî ñòîõàñòè÷íèì, îñêiëüêè âií íå äà¹ êîíêðåòíî¨ âiäïîâiäiíà ïèòàííÿ, ÿêèì áóäå ïîëîæåííÿ êóáèêà â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó,à îöiíþ¹ éìîâiðíiñòü îäåðæàòè òå ÷è iíøå ïîëîæåííÿ.1.1.2 Ñòàíè ñèñòåìè i ãðà� ïåðåõîäiâÂ ïðèêëàäi ç êóáèêîì ÷èñëà {1,2,3,4,5,6}, êîòði âèçíà÷àþòü âiä-ïîâiäíi ïîëîæåííÿ êóáèêà, íàçèâàþòüñÿ äåòåðìiíiñòè÷íèìè, àáîåëåìåíòàðíèìè ñòàíàìè. Â ïðèêëàäi ç ïî¨çäîì åëåìåíòàðíèìèñòàíàìè áóäóòü ñòàíöi¨, íà ÿêèõ ¹ çóïèíêè (ìàë.1.1). Â îáîõ ïðè-êëàäàõ ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè � öå îäèí iç ìîæëèâèõ åëå-ìåíòàðíèõ ñòàíiâ. Êiíöåâi ñòàíè � öå òàêîæ åëåìåíòàðíi ñòàíèâ îáîõ ïðèêëàäàõ. �içíèöÿ ìiæ ïðèêëàäàìè âèíèêà¹, êîëè ïîòði-áíî çðîáèòè ïðîãíîç. ßêùî äëÿ ïî¨çäà ìîæíà òî÷íî ïåðåäáà÷èòè,íà ÿêié çóïèíöi âií áóäå ñòîÿòè ÷åðåç ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó, òîäëÿ êóáèêà ìîæíà ñòàâèòè ïèòàííÿ òiëüêè ïðî éìîâiðíiñòü òîãî÷è iíøîãî åëåìåíòàðíîãî ñòàíó. Îòæå, íàéáiëüøå, ùî ìîæíà çíà-òè ïðî êiíöåâèé ñòàí êóáèêà äî âèêîíàííÿ ñàìîãî åêñïåðèìåíòó,öå éìîâiðíîñòi fp1; p2; p3; p4; p5; p6g (1.1)òîãî, ùî â êiíöåâîìó ñòàíi âèïàäå òå ÷è iíøå ÷èñëî. Íàáið (1.1)íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëîì éìîâiðíîñòi àáî ñòîõàñòè÷íèì, ÷è éìî-âiðíiñíèì ñòàíîì ñèñòåìè. Çi ñêàçàíîãî â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi
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tÌàë. 1.2. Äî ïðèêëàäó ç ãðàëüíèì êóáèêîìâèõîäèòü, ùî ñòîõàñòè÷íèé ñòàí êóáèêà ïðè �t! 0 � öå ðîçïî-äië {1,0,0,0,0,0}, à ïðè �t ! 1 � ðîçïîäië {16 ,16 ,16 ,16 ,16 ,16}. Ïðèìàëèõ ñêií÷åííèõ �t ñòîõàñòè÷íèé ñòàí îïèñó¹òüñÿ ðîçïîäiëîìf1 � 4a1; a1; a1; a1; a1; 0g, ïðè ÷îìó a1 � çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ �t.Äëÿ âèçíà÷åííÿ öi¹¨ �óíêöi¨ ïîòðiáíà äîäàòêîâà ií�îðìàöiÿ ïðîâïëèâ âiáðàöi¨ íà ðóõ êóáèêà.Íåõàé äåÿêà ñèñòåìà ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî äåòåðìiíiñòè÷íèõñòàíiâ. Çàíóìåðóâàâøè ¨õ ÷èñëàìè âiä 0 äî N , ìîæíà öi ñàìi ÷è-ñëà òðàêòóâàòè ÿê äåòåðìiíiñòè÷íi ñòàíè ñèñòåìè. Áóäåìî êàçàòè,ùî åëåìåíòàðíi ñòàíè n1 i n2 ñóìiæíi, ÿêùî ñèñòåìà ìîæå áåç-ïîñåðåäíüî ïåðåéòè ç îäíîãî ñòàíó â iíøèé, íå ïîáóâàâøè ïðèöüîìó â ñòàíàõ, âiäìiííèõ âiä n1, n2. Ïðè öüîìó ñëiä ðîçðiçíÿòèïåðåõîäè n1 ! n2 i n2 ! n1. �ðà� ïåðåõîäiâ áóäó¹òüñÿ íàñòóïíèì÷èíîì. Âåðøèíè ãðà�à âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàðíèì ñòàíàì, îði-¹íòîâàíi ðåáðà (ñòðiëêè) � ìîæëèâèì áåçïîñåðåäíiì ïåðåõîäàì.Íàïðèêëàä, äëÿ ïî¨çäà ãðà� ïåðåõîäiâ çîáðàæåíî íà ìàë.1.1. Äëÿïðèêëàäó ç êóáèêîì ãðà� ïåðåõîäiâ çîáðàæåíî íà ìàë.1.2. Ñòðië-êè íà ìàëþíêàõ îïóùåíî, îñêiëüêè ïåðåõîäè ìîæëèâi â îáîõ íà-ïðÿìêàõ.1.1.3 Ñêií÷åííi i íåñêií÷åííi ìíîæèíè ñòàíiâÂ äåÿêèõ âèïàäêàõ îïèñ ñèñòåìè ñêií÷åííèì íàáîðîì äåòåðìiíi-ñòè÷íèõ ñòàíiâ íå âiäïîâiäà¹ ñóòi ñèñòåìè. Íàïðèêëàä, ïîëîæåííÿ



1.1 Âñòóï 9ìîëåêóëè â êîëái ç ãàçîì ïðèéíÿòî îïèñóâàòè íåïåðåðâíèìè çìií-íèìè (x; y; z), ÿêi ïðèéìàþòü êîíòèíóóì çíà÷åíü. Â äåÿêèõ âè-ïàäêàõ ñèñòåìó ç ïðàâäèâî ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ áóâà¹ çðó-÷íî ðîçãëÿäàòè ÿê ñèñòåìó ç íåñêií÷åííîþ àáî íåïåðåðâíîþ ìíî-æèíîþ ñòàíiâ. Íàïðèêëàä, êiëüêiñòü �iíàíñîâèõ ðåñóðñiâ áàíêó ¹îáìåæåíîþ âåëè÷èíîþ i âèìiðþ¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî êîïiéêè. Îò-æå, ÷èñëî ñòàíiâ òóò ñêií÷åííå. �àçîì iç òèì, êîëè íåìîæëèâîâñòàíîâèòè âåðõíþ ìåæó äëÿ ðåñóðñiâ áàíêó, òî ïðèðîäíüî ðîç-ãëÿäàòè ÿê ìíîæèíó ñòàíiâ çëi÷åííó ìíîæèíó âñiõ íàòóðàëüíèõ÷èñåë. ßêùî âðàõóâàòè, ùî äëÿ áàíêiâ iç âåëèêèì ðåñóðñîì âå-ëè÷èíà â 1 êîïiéêó ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê íåñêií÷åííî ìàëà, òîðåñóðñ áàíêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íåïåðåðâíó âåëè÷èíó, êîòðàìîæå ïðèéìàòè êîíòèíóóì çíà÷åíü.Äëÿ ñèñòåì çi ñêií÷åííèì, çëi÷åííèì i êîíòèíóàëüíèì íàáî-ðàìè ñòàíiâ áóäåìî çàïèñóâàòè ðîçïîäië iìîâiðíîñòi â ìîìåíò t,âiäïîâiäíî, â âèãëÿäi p(n; t), n = 0; 1; : : : ; N , p(n; t), n = 0; 1; : : : ;p(x; t), x 2 [xm;xM ℄, äå [xm;xM ℄ � iíòåðâàë ìîæëèâèõ çíà÷åü êîí-òèíóàëüíîãî ñòàíó1 . Äëÿ ïåðåëi÷åíèõ ñèñòåì, âiäïîâiäíî, ìàþòüìiñöå óìîâè íîðìóâàííÿ:X0�n�N p(n; t) = 1; X0�n<1 p(n; t) = 1; xMZxm p(x; t) dx = 1: (1.2)1.1.4 Ïðè÷èíè ñòîõàñòè÷íîñòi â ïðèðîäiÏðè÷èíè òîãî, ùî äëÿ äåÿêèõ ñèñòåì äåòåðìiíiñòè÷íèé ïðîãíîçíåìîæëèâèé i ñëiä çàäîâîëüíèòèñÿ éìîâiðíiñíèì, ðiçíi äëÿ ði-çíèõ ñèñòåì. Íàïðèêëàä, ó êâàíòîâié ìåõàíiöi íåîáõiäíiñòü iìî-âiðíiñíîãî îïèñàííÿ ïîâ'ÿçàíà ç êîðïóñêóëÿðíî-õâèëüîâèì äóàëi-çìîì. Áiëüø ïðîñòà ïðè÷èíà âèíèêà¹ òîäi, êîëè ïî÷àòêîâèé ñòàí1Äëÿ ñèñòåì iç êîíòèíóàëüíèì íàáîðîì ñòàíiâ �óíêöiÿ p(x; t) íàçèâà¹òüñÿãóñòèíîþ ðîçïîäiëó. Ìàòåìàòè÷íå îçíà÷åííÿ ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòi äëÿ êîí-òèíóàëüíèõ ñèñòåì ìîæíà çíàéòè â êíèæöi [1℄.



10 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâñèñòåìè � éìîâiðíiñíèé. Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîìèé ðîçïîäië iìî-âiðíîñòi p(n; 0), ÿêèé ñòâåðäæó¹: â ìîìåíò t = 0 ñèñòåìà ìîæåïåðåáóâàòè â ñòàíi n ç iìîâiðíiñòþ p(n; 0), n = 0; 1; : : :; N . Ó öüî-ìó âèïàäêó òâåðäæåííÿ ïðî êiíöåâèé ñòàí ó ìîìåíò ÷àñó t áóäåòàêîæ iìîâiðíiñíèì, îñêiëüêè öåé ñòàí çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâîãîñòàíó. Â ïðèêëàäi ç êóáèêîì ñòîõàñòè÷íiñòü âèíèêà¹ ïðè åâîëþ-öi¨ ñèñòåìè, îñêiëüêè âiáðàöi¨ ïîâåðõíi íåðåãóëÿðíi i íåìà êîí-êðåòíî¨ �óíêöi¨, êîòðà á ¨õ îïèñóâàëà äåòåðìiíiñòè÷íèì ÷èíîì.Îòæå, òóò ñòîõàñòè÷íiñòü â ïîâåäiíêó êóáèêà ïðèâíåñåíî ççîâíiÿê âèïàäêîâèé çîâíiøíié ÷èííèê.Äëÿ ñèñòåì iç íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ âèíèêà¹ ïðîáëå-ìà òî÷íîñòi çíàííÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó. Äåÿêi ç íåïåðåðâíèõ ñè-ñòåì ìàþòü iñòîòíó çàëåæíiñòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Öå îçíà÷à¹,ùî íåiñòîòíî ìàëi âiäìiííîñòi â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi øâèäêî çáiëü-øóþòüñÿ â ïðîöåñi åâîëþöi¨ i ñòàþòü iñòîòíiìè äëÿ ñêií÷åííèõìîìåíòiâ t. Ïðèêëàäîì òàêî¨ ñèñòåìè ¹ àòìîñ�åðà. Ïðàêòè÷íàíåìîæëèâiñòü çàäàòè ñòàí íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè àáñîëþòíî òî÷íîïðèçâîäèòü äî ïðèíöèïîâî¨ íåìîæëèâîñòi äåòåðìiíiñòè÷íîãî ïðî-ãíîçó â ñèñòåìàõ ç iñòîòíîþ çàëåæíiñòþ âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.Ó òàê çâàíèõ ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåìàõ, êîòði ñêëàäàþòüñÿ ç äó-æå âåëèêî¨ êiëüêîñòi âçà¹ìîäiþ÷èõ ñóáîäèíèöü, âñi ïåðåðàõîâà-íi ïðè÷èíè ñòîõàñòè÷íîñòi ìîæóòü áóòè ïðèñóòíi îäíî÷àñíî. Äîñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì íàëåæèòü áiëüøiñòü �içè÷íèõ òà õiìi÷íèõñèñòåì, � òàêèõ, ÿê ãàçè, ðiäèíè, òâåðäi òiëà, âçà¹ìîäiþ÷i õiìi-÷íi ðå÷îâèíè. Ñèñòåìè, â ÿêèõ çàäiÿíî çíà÷íó êiëüêiñòü æèâèõîá'¹êòiâ, íàïðèêëàä, êîëîíi¨ áàêòåðié, ïîïóëÿöi¨ êîìàõ, òâàðèí,òàêîæ ¹ ñòàòèñòè÷íèìè i ÷àñòî íå äîïóñêàþòü äåòåðìiíiñòè÷íîãîïðîãíîçó.Ïðîöåñè, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ â ëþäñüêîìó ñóñïiëüñòâi, òàêîæ íåçàâæäè äîïóñêàþòü äåòåðìiíiñòè÷íèé ïðîãíîç. Ïðèêëàäîì ñëó-æàòü ïîäi¨ íà �iíàíñîâèõ áiðæàõ.



1.2 Ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè 111.2 Ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñèÍàéêðàùèé ñïîñiá ç'ÿñóâàòè, íà ÿêié ñòàíöi¨ áóäå ïî¨çä ó ïåâíèéìîìåíò ÷àñó t, � çíàõîäèòèñÿ â íüîìó â öåé ìîìåíò i ïðî÷èòà-òè âèâiñêó íà ñòàíöi¨. Àíàëîãi÷íî, íàéêðàùèé ñïîñiá ç'ÿñóâàòè,ñêiëüêè î÷îê áóäå íà êóáèêó ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ âiáðàöi¨ ïðî-òÿãîì ÷àñó t, � öå âèêîíàòè ñàì åêñïåðèìåíò. Àëå ÷àñòî íàøåðîçâ'ÿçàííÿ òîãî ÷è iíøîãî ïèòàííÿ â äàíèé ìîìåíò çàëåæèòüâiä òîãî, ùî çà íàøèìè óÿâëåííÿìè ìîæå òðàïèòèñÿ â ìàéáó-òíüîìó. Íàïðèêëàä, íàøå ðiøåííÿ âè¨õàòè íà ïðèðîäó íà äåêiëü-êà äíiâ çàëåæèòü âiä ïðîãíîçó ïîãîäè íà öi äíi. Äëÿ ç'ÿñóâàííÿòîãî, äå ïåðåáóâàòèìå ïî¨çä, ìè çâåðòà¹ìîñü äî ðîçêëàäó. Ïðèöüîìó, çà âèíÿòêîì íåøòàòíèõ ñèòóàöié, íàì ãàðàíòîâàíî, ùî âïåâíèé ìîìåíò ïî¨çä ïåðåáóâàòèìå íà ïåâíié ñòàíöi¨. Â öüîìóñåíñi ðîçêëàä îïèñó¹ äåòåðìiíiñòè÷íèé ïðîöåñ ðóõó ïî¨çäà. Äëÿïðîöåñiâ òèïó ðóõó ãðàëüíîãî êóáèêà íà âiáðóþ÷ié ïîâåðõíi íå-ìîæëèâî íàïåðåä ç'ÿñóâàòè, â ÿêîìó çi ñâî¨õ äåòåðìiíiñòè÷íèõñòàíiâ âií îïèíèòüñÿ â ìîìåíò t. Àëå â äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæíàç'ÿñóâàòè ðîçïîäië iìîâiðíîñòi p(n; t) çíàéòè ñèñòåìó â ÿêîìóñü ç¨¨ äåòåðìiíiñòè÷íèõ ñòàíiâ. Çðîçóìiëî, ùî ðîçïîäiëè â ðiçíi ìî-ìåíòè ÷àñó ìîæóòü áóòè ðiçíèìè. Äëÿ íàáîðó l ìîìåíòiâ ÷àñót0 � t1 < t2 < � � � < tl � t00 ìîæíà òàêîæ ãîâîðèòè ïðî áàãà-òî÷àñîâi ðîçïîäiëè éìîâiðíiñòi p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl) òîãî, ùîñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ñòàíi ni â ìîìåíò ti, äå ni 2 f0; 1; : : : ; Ng,i = 1; : : : ; l. ßêùî �óíêöi¨ p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl) âèçíà÷åíî äëÿâñiõ l = 1; 2; : : : i äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ ìîìåíòiâ ÷àñó t1; t2; : : : ; tl,òî áóäåìî ãîâîðèòè, ùî âèçíà÷åíî ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ íà âiäðiç-êó ÷àñó [t0; t00℄. Ñóêóïíiñòü òàêèõ áàãàòî÷àñîâèõ ðîçïîäiëiâ, âçÿ-òèõ ÿê ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, íàçèâà¹ìî ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîìíà [t0; t00℄.Îòæå, ðîçãëÿäàþ÷è ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ ÿê ìàòåìàòè÷íó ìî-äåëü, ìè ìà¹ìî íà óâàçi âiäîáðàæåííÿ ïðîöåñó çìiíè ç ÷àñîì äå-ÿêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîãíîçó ùîäî ñòàíó ñèñòåìè, à íå �içè÷íèéïðîöåñ, ïîäiáíèé äî ðóõó ïî¨çäà àáî êóáèêà ïiä äi¹þ âiáðàöi¨2. Âè-2Öåé ïiäõiä âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñòàíäàðòíîãî, êîëè âèïàäêîâèé ïðîöåñ âè-



12 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâñíîâêè òàêîãî ïðîãíîçó ùîäî ìîæëèâîãî ñòàíó �içè÷íî¨ ñèñòåìè¹ îäíîçíà÷íèìè, àëå âîíè äàþòüñÿ â òåðìiíàõ ðîçïîäiëiâ iìîâið-íîñòi. Îñêiëüêè ïîíÿòòÿ éìîâiðíîñòi âêëþ÷à¹ â ñåáå áàãàòîêðàòíåïîâòîðåííÿ îäíîãî i òîãî æ åêñïåðèìåíòó, òî êîðèñòü âiä ñòîõà-ñòè÷íîãî ïðîãíîçó ìîæíà î÷iêóâàòè ëèøå ïðè ìîæëèâîñòi éîãîáàãàòîêðàòíîãî çàñòîñóâàííÿ â îäíèõ i òèõ æå óìîâàõ.Çàäàòè ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ ìîæíà ïî ðiçíîìó: ÿâíèì âè-ãëÿäîì áàãàòî÷àñîâèõ �óíêöié ðîçïîäiëó p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl),ni 2 f0; 1; : : : ; Ng, ti 2 [t0; t00℄, l = 1; 2; : : : ; äè�åðåíöiàëüíèì àáî ií-òåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì, êîòðå äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè �óíêöi¨ ðîçïî-äiëó; iíøèìè ñïiââiäíîøåííÿìè, ÿêi âèçíà÷àþòü p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl). Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó íàáið áàãàòî÷àñîâèõ �óíêöiéðîçïîäiëó ìà¹ çàäîâîëüíÿòè íàñòóïíi óìîâè óçãîäæåíîñòi:X0�n�N p(n1; t1; : : : ;n; t; : : : ;nl; tl) = p(n1; t1; : : : ;nl; tl); (1.3)ÿêi âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ áàãàòî÷àñîâèõ �óí-êöié ðîçïîäiëó.�åàëiçàöi¨ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñóÏiä ðåàëiçàöi¹þ, àáî ìîæëèâîþ òðàåêòîði¹þ, ñòîõàñòè÷íîãî ïðî-öåñó ðîçóìi¹òüñÿ �óíêöiÿ nt : [t0; t00℄ ! f0; 1; : : : ; Ng, íàÿâíiñòüÿêî¨ îçíà÷à¹, ùî â ìîìåíò ÷àñó t 2 [t0; t00℄ �içè÷íà ñèñòåìà ïå-ðåáóâà¹ â ñâî¹ìó äåòåðìiíiñòè÷íîìó ñòàíi nt. Çðîçóìiëî, ùî äëÿçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñóêóïíiñòü ìîæëèâèõ òðàåêòîðié ñèñòåìè ç ¨õíiìè éìîâiðíî-ñòÿìè. Ïðè öüîìó ìàòåìàòè÷íî ðiçíi ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè ìîæóòü ìàòè âäåÿêèõ âèïàäêàõ îäíàêîâi íàáîðè áàãàòî÷àñîâèõ �óíêöié ðîçïîäiëó. Âèïàä-êè òàêèõ íåîäíîçíà÷íîñòåéïîâ'ÿçàíi ç êîíòèíóàëüíiñòþ÷àñîâî¨ çìiííî¨ (äèâ.íàïðèêëàä [2℄) i ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñü ÿê ïåâíîãî ñîðòó ñèíãóëÿðíîñòi, ìà-ëîöiêàâi ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó. �àçîì iç òèì, êiíöåâîþ ìåòîþ îïèñó �i-çè÷íî¨ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó ¹ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíiõçíà÷åíü ïåâíèõ �içè÷íèõ âåëè÷èí. ßêùî îáìåæèòèñü òiëüêè òàêèìè �içè-÷íèìè âåëè÷èíàìè, ñåðåäíi âiä ÿêèõ ìîæóòü áóòè îá÷èñëåíi çà äîïîìîãîþáàãàòî÷àñîâèõ �óíêöié ðîçïîäiëó, òî îáèäâà ïiäõîäè áóäóòü åêâiâàëåíòíèìèç òî÷êè çîðó ïðîãíîçó, ÿêèé âîíè äàþòü.



1.2 Ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè 13äàíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó iñíó¹ áàãàòî ðåàëiçàöié. Êîíêðåòíàðåàëiçàöiÿ ìà¹ ìåíøå çíà÷åííÿ, íiæ íàáið áàãàòî÷àñîâèõ �óíêöiéðîçïîäiëó, àëå âèãëÿä ðåàëiçàöi¨ ìîæå ïðåäñòàâëÿòè ïiçíàâàëüíèéiíòåðåñ. Êðiì òîãî, äîñòàòíüî äîâãà ðåàëiçàöiÿ ìîæå äàòè êîðè-ñíó ñòàòèñòè÷íó ií�îðìàöiþ ïðî ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ ó öiëîìó.Îòæå, âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïîáóäîâè ðåàëiçàöié äëÿ ñòîõàñòè÷íîãîïðîöåñó, ÿêèé âèçíà÷åíî áàãàòî÷àñîâèìè �óíêöiÿìè ðîçïîäiëó.Çàóâàæèìî, ùî íàéïðîñòiøå ðåàëiçàöiÿ ìîæå áóòè îçíà÷åíà ÿêòàáëè÷íà �óíêöiÿ. Â öüîìó âèïàäêó ÷èñëî ìîìåíòiâ ÷àñó äëÿÿêèõ çíà÷åííÿ nt âiäîìi � ñêií÷åííå3 . Îòæå, ïåðø íiæ øóêàòèðåàëiçàöiþ, ñëiä âèáðàòè òi ìîìåíòè ÷àñó, äëÿ ÿêèõ âîíà áóäåâiäîìà, íàïðèêëàä, ft1; t2; : : : ; tlg. Ïiñëÿ öüîãî ñëiä âçÿòè îäíî-÷àñîâó �óíêöiþ ðîçïîäiëó p(n; t1) i âèêîðèñòàòè öåé ðîçïîäiëäëÿ ãåíåðàöi¨ âèïàäêîâîãî ÷èñëà n1 2 f0; 1; : : : ; Ng çà äîïîìî-ãîþ êîìï'þòåðà4. Äàëi ñëiä âçÿòè äâî÷àñîâó �óíêöiþ ðîçïîäi-ëó p(n1; t1;n; t2), â ÿêié âåëè÷èíè n1; t1; t2 çà�iêñîâàíî, i âèêî-ðèñòàòè ðîçïîäië p(n1; t1;n; t2)=p(n1; t1) äëÿ ãåíåðàöi¨ âèïàäêîâî-ãî ÷èñëà n2 2 f0; 1; : : :; Ng. Äàëi áóäó¹òüñÿ íàñòóïíèé ðîçïîäiëp(n1; t1;n2; t2;n; t3)=p(n1; t1;n2; t2) ç �iêñîâàíèìè n1; t1; n2; t2; t3 iãåíåðó¹òüñÿ çíà÷åííÿ n3. Îäåðæàíi òàêèì ÷èíîì ïàðè f(t1; n1),(t2; n2); : : : ; (tl; nl)g i áóäóòü òàáëèöåþ êîíêðåòíî¨ ðåàëiçàöi¨, ìî-æëèâî¨ òðàåêòîði¨ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó. Äëÿ äîâåäåííÿ ñëiäïåðåñâiä÷èòèñü, ùî, êîëè óòâîðèòè âêàçàíèì ñïîñîáîì âåëèêóêiëüêiñòü òðàåêòîðié äëÿ �iêñîâàíîãî íàáîðó ìîìåíòiâ, òî âîíèáóäóòü ðîçïîäiëåíi çà çàêîíîì p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl). Âèáåðåìî�iêñîâàíèé íàáið çíà÷åíü fk1; k2; : : : ; klg äëÿ çìiííèõ fn1; n2; : : : ,nlg i çíàéäåìî ïðîïîðöiþ, â ÿêié çóñòði÷à¹òüñÿ öåé íàáið ñåðåäâñiõ óòâîðåíèõ. Äîëÿ (ïðîïîðöiÿ) íàáîðiâ, ó ÿêèõ ïåðøèé åëå-ìåíò k1, � p(k1; t1). Ñåðåä öèõ íàáîðiâ äîëÿ íàáîðiâ, ó ÿêèõ äðó-ãèé åëåìåíò � k2, áóäå p(k1; t1; k2; t2)=p(k1; t1). Îòæå, äîëÿ íàáî-ðiâ, ó ÿêèõ ïåðøi äâà åëåìåíòè � k1; k2, áóäå p(k1; t1)� p(k1; t1;3Â äåÿêèõ âèïàäêàõ ðåàëiçàöiþ ìîæíà å�åêòèâíî çàäàòè äëÿ âñiõ òî÷îêïåâíîãî ÷àñîâîãî âiäðiçêó, äèâ. Äîäàòîê A.24Ïðîãðàìè íà ìîâi C äëÿ ãåíåðàöi¨ âèïàäêîâèõ ÷èñåë iç çàäàíèì ðîçïîäi-ëîì íàâåäåíî â Äîäàòêó A.1.



14 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâk2; t2)=p(k1; t1) = p(k1; t1; k2; t2), îñêiëüêè ââàæà¹òüñÿ, ùî âèïàä-êîâi ÷èñëà, ÿêi ãåíåðó¹ êîìï'þòåð, � ñòàòèñòè÷íî íåçàëåæíi. Ìið-êóþ÷è àíàëîãi÷íî, ïåðåñâiä÷ó¹ìîñü: äîëÿ íàáîðiâ fk1; k2; : : : ; klgñåðåä âñiõ óòâîðåíèõ äà¹òüñÿ âèðàçîì p(k1; t1; k2; t2; : : : ; kl; tl), ùîi äà¹ ïîòðiáíèé iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië.Ïðè öüîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ, äå âçÿòè áàãàòî÷àñîâi �óíêöi¨ðîçïîäiëó. Äëÿ ïðîöåñiâ çàãàëüíîãî òèïó çàäà÷à îïèñó âñiõ áàãà-òî÷àñîâèõ �óíêöié ðîçïîäiëó ìîæå âèÿâèòèñü çàíàäòî ñêëàäíîþ.�àçîì iç òèì äëÿ ïðîöåñiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâi óìîâè,áàãàòî÷àñîâi �óíêöi¨ ðîçïîäiëó ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç áiëüø ïðîñòi�óíêöi¨, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä îäíîãî àáî äâîõ ìîìåíòiâ ÷àñó,ÿê öå çðîáëåíî â �îðìóëi (1.6) äëÿ ìàðêiâñüêîãî ïðîöåñó. ßâ-íèé âèãëÿä öèõ áiëüø ïðîñòèõ �óíêöié ïîäàíî äëÿ êîíêðåòíèõñèñòåì â (1.95), (1.115), (1.116).ßêùî íàÿâíà ií�îðìàöiÿ ïðî �içè÷íèé ìåõàíiçì, ÿêèé ïî-ðîäæó¹ ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ, òî çðàçêè òðàåêòîðié öüîãî ïðîöå-ñó ìîæíà îäåðæàòè òàêîæ ïðÿìèì ÷èñåëüíèì ìîäåëþâàííÿì íàîñíîâi âiäîìî¨ ií�îðìàöi¨. Äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ ç äèñêðå-òíèì íàáîðîì ñòàíiâ ìîæëèâî áóäóâàòè ðåàëiçàöi¨ íå òiëüêè ÿêòàáëè÷íî çàäàíi �óíêöi¨, àëå i ÿê �óíêöi¨, îçíà÷åíi â áóäü-ÿêèéìîìåíò ÷àñó ç ïåâíîãî îáìåæåíîãî iíòåðâàëó. Äëÿ ïóàññîíiâñüêî-ãî ïðîöåñó öå çðîáëåíî â Äîäàòêó A.2, äëÿ ïðîöåñó âèïàäêîâèõáëóêàíü � ó Äîäàòêó A.3. Äëÿ ïðîöåñiâ ÷èñòî ñòðèáêîâîãî òèïóòàêi ðåàëiçàöi¨ ìîæíà áóäóâàòè i ó âèïàäêó íåïåðåðâíî¨ ìíîæèíèñòàíiâ.Ìîæëèâî òàêîæ äiÿòè â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó � çà âiäîìè-ìè ðåàëiçàöiÿìè âiäòâîðèòè áàãàòî÷àñîâi ðîçïîäiëè. Íàïðèêëàä,ÿêùî ¹ ìîæëèâiñòü áàãàòîêðàòíî ïîâòîðèòè ïåâíèé �içè÷íèé åêñ-ïåðèìåíò i çàðå¹ñòðóâàòè çíà÷íó êiëüêiñòü,M , òðàåêòîðié ðåàëü-íî¨ ñèñòåìè, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ, íàïðèêëàä, p(l; t1;m; t2), ñëiäðîçäiëèòè êiëüêiñòü òðàåêòîðié, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç ñòàí l â ìî-ìåíò t1 i ÷åðåç m â t2 íà M . Òàêèé ïiäõiä áiëüø å�åêòèâíèéäëÿ ïðîöåñiâ áåç ïiñëÿäi¨, êîëè ìîæíà îáìåæèòèñü äâî÷àñîâèìè�óíêöiÿìè ðîçïîäiëó.



1.2 Ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè 151.2.1 Ïðîöåñè áåç ïiñëÿäi¨�îçãëÿíåìî óìîâíi ðîçïîäiëè éìîâiðíîñòi íàñòóïíîãî âèãëÿäóp(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl jm1; �1; : : : ;mk; �k) =p(n1; t1; : : : ;nl; tl;m1; �1; : : : ;mk; �k)=p(m1; �1; : : : ;mk; �k)ni;mi 2 f0; 1; : : : ; Ng; l; k = 1; 2; : : : ;t1 � t2 � � � � � tl � �1 � �2 � � � � � �k: (1.4)Ôóíêöiÿ p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl jm1; �1;m2; �2; : : : ;mk; �k) äà¹éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ñòàíàõ n1; n2; : : : ; nl âìîìåíòè t1; t2; : : : ; tl ïðè óìîâi, ùî âîíà áóëà â ñòàíàõ m1;m2,: : : ;mk â ìîìåíòè �1; �2; : : : ; �k.Äëÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó áåç ïiñëÿäi¨, àáî ìàðêiâñüêîãî, âè-êîíó¹òüñÿ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl jm1; �1;m2; �2; : : : ;mk; �k) =p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl jm1; �1): (1.5)Îòæå, äëÿ ìàðêiâñüêèõ ïðîöåñiâ óìîâíèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòiâèçíà÷à¹òüñÿ íàéáiëüø ïiçíüîþ óìîâîþ,m1; �1, i íå çàëåæèòü âiäòîãî, ùî âiäáóâàëîñü iç ñèñòåìîþ â áiëüø ðàííi ìîìåíòè ÷àñó�2; : : : ; �k. ßêùî ñïiââiäíîøåííÿ (1.5) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ñòîõà-ñòè÷íèé ïðîöåññ íàçèâà¹òüñÿ íåìàðêiâñüêèì5.5ßêùî ñòàí ó ìîìåíò t íå âè÷åðïó¹ ìîæëèâi î÷iêóâàííÿ äëÿ t0 > t, iâiäîìîñòi ïðî ñèñòåìó â áiëüø ðàííi ìîìåíòè ìîæóòü âïëèíóòè íà öi î÷i-êóâàííÿ, òî öå ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê âêàçiâêó íà òå, ùî ìåòîä îïèñó ñòàíóñèñòåìè (íàáið ïàðàìåòðiâ, çîâíiøíi âïëèâè òà ií.) íå ¹ ïîâíèì. Ïðèéìàþ÷èöþ òî÷êó çîðó, áóäåìî íàçèâàòè íàáið ïàðàìåòðiâ, âiäîáðàæåíèõ ó ìîäåëi ñè-ñòåìè, ¨¨ âiäêðèòèì ñòàíîì. ßêùî iñíó¹ ií�îðìàöiÿ, îäåðæàíà ç áiëüø ðàííiõâiäêðèòèõ ñòàíiâ (t00 < t), êîòðà ìîæå âïëèíóòè íà ïðîãíîç ñòîñîâíî áiëüøïiçíiõ (t0 > t) âiäêðèòèõ ñòàíiâ, òî âîíà àáî ïðèñóòíÿ â âiäêðèòîìó ñòàíiñèñòåìè â ìîìåíò t, àáî íi. ßêùî âîíà ïðèñóòíÿ, òî çíàííÿ áiëüø ðàííüîãîâiäêðèòîãî ñòàíó íå äîäàñòü íi÷îãî äî ïðîãíîçó ïðè ïðàâèëüíîìó âèêîðè-ñòàííi òîãî, ùî âiäîìî â ìîìåíò t. Öå áóäå ìàðêiâñüêèé ïðîöåñ. ßêùî âîíàâiäñóòíÿ â âiäêðèòîìó ñòàíi â ìîìåíò t, òî âîíà ïîâèííà iñíóâàòè äåñü çàìåæàìè íàáîðó ïàðàìåòðiâ, îáðàíèõ â ÿêîñòi îçíà÷åííÿ ñòàíó. Òàêèì ÷è-



16 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÏðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì, ÿêùî äëÿ íüîãî âëàñòèâåòàêå ñïiââiäíîøåííÿ:p(n1; t1+s;n2; t2+s; : : : ;nl; tl+s) = p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl); s � 0:1.2.2 Ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòiÑïiââiäíîøåííÿ (1.4), (1.5) äîçâîëÿþòü îá÷èñëèòè áàãàòî÷àñîâiðîçïîäiëè éìîâiðíîñòi ìàðêiâñüêîãî ïðîöåñó çà íàñòóïíèìè �îð-ìóëàìè:p(n1; t1;n2; t2) = p(n1; t1 j n2; t2)p(n2; t2);p(n1; t1;n2; t2;n3; t3) = p(n1; t1 j n2; t2)p(n2; t2 j n3; t3)p(n3; t3);: : :p(n1; t1;n2; t2; : : : ;nl; tl) =p(n1; t1 j n2; t2)p(n2; t2 j n3; t3) � � �p(nl�1; tl�1 j nl; tl)p(nl; tl):(1.6)íîì, ÿêùî ìàðêiâñüêi ïðîöåñè ñëóæàòü ìîäåëÿìè ñèòóàöié, êîëè ñòðóêòóðàñèñòåìè âiäîìà ïîâíiñòþ, àëå ïî÷àòêîâi óìîâè íå âèçíà÷åíî òî÷íî i çàêîíðóõó âèïàäêîâèé, òî íåìàðêiâñüêi ïðîöåñè îïèñóþòü äèíàìiêó ñèñòåì, ñòðó-êòóðà ÿêèõ âiäîìà íå ïîâíiñòþ àáî íå ïîâíiñòþ âðàõîâàíà â ìîäåëi. Â òîéæå ÷àñ, éìîâiðíiñíèé õàðàêòåð äèíàìiêè òåæ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê íàñëiäîêíåïîâíîãî çíàííÿ ñòðóêòóðè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè. Àäåêâàòíiñòü ìàðêiâñüêîãîîïèñó îçíà÷à¹, ùî å�åêòàìè ïàì'ÿòi â ÷àñòèíi ñèñòåìè, êîòðà íå îïèñàíà âiä-êðèòèì ñòàíîì (ìîäåëëþ), ìîæíà çíåõòóâàòè. Îäíi¹þ ç ïiäñòàâ äëÿ òàêîãîíåõòóâàííÿ ìîæå áóòè òå, ùî ïðèõîâàíà ÷àñòèíà íå ìà¹ ïàì'ÿòi â òîìó ñåíñi,ùî ¨¨ ñòàí (ðîçïîäië iìîâiðíîñòi) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíî÷àñíèì ç íåþ âiäêðèòèìñòàíîì (ìîäåëëþ). Òîäi ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (âiäêðèòîãî ñòàíó) áóäå äîñèòü,ùîá îïèñàòè âïëèâ ïðèõîâàíî¨ ÷àñòèíè íà äèíàìiêó âiäêðèòîãî ñòàíó. ßêùîæ ïðèõîâàíà ÷àñòèíà ìà¹ çìiñòîâíó ñàìîñòiéíó äèíàìiêó, òî çíàííÿ âiäêðè-òîãî ñòàíó â ñåði¨ áiëüø ðàííiõ ìîìåíòiâìîæå çìiíèòè ïðîãíîç, îñêiëüêè òàêåçíàííÿ ìîæå çìåíøèòè íåâèçíà÷åíiñòü ñòàíó ïðèõîâàíî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè (ÿêïðèêëàä äèâ. ï. 2.5). Ïðè òàêié òî÷öi çîðó âiäøóêàííÿ ïðîñòèõ äèíàìi÷íèõçàêîíiâ äëÿ ñèñòåì, îïèñàíèõ íåìàðêiâñüêèìè ïðîöåññàìè, íåìîæëèâå. Ç �i-çè÷íî¨ òî÷êè çîðó öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî çíà÷íà ÷àñòèíà ñèñòåìè, ÿêà ìà¹ñàìîñòiéíó äèíàìiêó, çàëèøà¹òüñÿ çà ìåæàìè ïðè÷èííî-íàñëiäêîâîãî îïèñó.Ìàòåìàòè÷íî òàêi çàêîíè ìàþòü �îðìóëþâàòèñÿ â òåðìiíàõ áàãàòî÷àñîâèõïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé, îòæå, íå ìîæóòü áóòè ïðîñòèìè.



1.2 Ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè 17Óìîâó ñòàöiîíàðíîñòi ìàðêiâñüêîãî ïðîöåñó ìîæíà ïîäàòè â òåð-ìiíàõ îäíî÷àñîâèõ ðîçïîäiëiâ iìîâiðíîñòåé p(n; t) i �óíêöié p(n; t jn0; t0). À ñàìå, ïåðøi ìàþòü áóòè íåçàëåæíèìè âiä ÷àñó, à äðóãiçàëåæàòè âiä ðiçíèöi ìiæ êiíöåâèì i ïî÷àòêîâèì ìîìåíòàìè:p(n; t) = p(n); p(n; t + s j n0; t0 + s) = p(n; t j n0; t0): (1.7)ßêùî ìà¹ ìiñöå ñòàöiîíàðíiñòü, òî â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ìîæíàââàæàòè, ùî äèíàìiêà ñèñòåìè, ÿêó îïèñó¹ ïðîöåñ, ðîçïî÷èíà-¹òüñÿ â ìîìåíò t = 0. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè äðóãà ç óìîâ(1.7), òî ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì.ßêùî ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷åíî ðîçïîäiëîì éìîâiðíî-ñòi p(n; 0), òî ðîçïîäië â ìîìåíò t îá÷èñëþ¹òüñÿ çà �îðìóëîþ:p(n; t) = X0�k�N p(n; t j k; 0)p(k; 0): (1.8)Çîêðåìà, ÿêùî òî÷íî âiäîìî, ùî ñèñòåìà ïðè t = 0 ïåðåáóâàëà âñòàíi l, òî (1.8) äà¹: p(n; t) = p(n; t j l; 0): (1.9)Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹:p(n; 0 j l; 0) = Ænl; n; l 2 f0; 1; : : : ; Ng; (1.10)à òàêîæ, âðàõóâàâøè (1.2),X0�n�N p(n; t j l; 0) = 1: (1.11)Ç �îðìóë (1.6), (1.8), (1.9) âèõîäèòü, ùî íàáið óìîâíèõ ðîçïîäiëiâéìîâiðíîñòi p(n; t j l; 0); n; l 2 f0; 1; : : : ; Ng; t � 0 (1.12)ðàçîì iç ïî÷àòêîâèì ðîçïîäiëîì p(n; 0) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹ ìàð-êiâñüêèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ. Ôóíêöi¨ (1.12) íàçèâàþòüñÿ ïåðå-õiäíèìè éìîâiðíîñòÿìè.



18 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÊðiì ïî÷àòêîâèõ óìîâ (1.10) i óìîâ íîðìóâàííÿ (1.11) ïåðåõi-äíi éìîâiðíîñòi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà:p(n1; t1 j n2; t2) = X0�n�N p(n1; t1 j n; t)p(n; t j n2; t2); (1.13)äå t2 � t � t1, êîòðå ¹ íàñëiäêîì óìîâ óçãîäæåííîñòi (1.3) i ñïiâ-âiäíîøåíü (1.6).Ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi íåñóòü â ñîái âñþ ií�îðìàöiþ ïðî äè-íàìiêó ñèñòåìè â ÷àñi, àëå ïîçáàâëåíi âïëèâó íåâèçíà÷åíîñòi ñòà-íó ñèñòåìè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò. Ôàêòè÷íî íàáið (1.12) îïèñó¹äèíàìiêó äëÿ áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ÿêùî âçÿòè äî óâà-ãè �îðìóëó (1.8). Â öüîìó ñåíñi ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî íàáið(1.12) âè÷åðïó¹ âñþ ií�îðìàöiþ ïðî �içè÷íó ñèñòåìó6 , ÿêùî âîíàìîäåëþ¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì, i ¹ åêâiâàëåíòíèì �içè÷íiéñèñòåìi â ðàìêàõ ñòîõàñòè÷íîãî îïèñó. Ç iíøîãî áîêó, �îðìà ðiâ-íÿííÿ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà (1.13) íå ìiñòèòü îçíàê êîíêðåòíî¨�içè÷íî¨ ñèñòåìè. Òàê ñòàëîñü òîìó, ùî ðiâíÿííÿ (1.13) ¹ íàñëiä-êîì íå �içè÷íî¨ ñóòi ñèñòåìè, à âèáðàíîãî ìåòîäó îïèñàííÿ ¨¨åâîëþöi¨ ÿê ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó. Òèì íå ìåíøå, ç äîïîìîãîþðiâíÿííÿ (1.13) ìîæíà âèâåñòè ðiâíÿííÿ, â ÿêèõ â ÿâíîìó âèãëÿäiïðèñóòíi îçíàêè êîíêðåòíî¨ �içè÷íî¨ ñèñòåìè (äèâ. (1.15), (1.16),(1.49), (1.50)).1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿÄëÿ îäåðæàííÿ ç ðiâíÿííÿ ×åïìåíà-Êîëìîãîðîâà (1.13) áàëàí-ñíîãî i çâîðîòíîãî áàëàíñíîãî ðiâíÿíü7 çðîáèìî íàñòóïíå ïðèïó-ùåííÿ: p(n; t + dt j k; t) = r(n j k)dt + o(dt); n 6= k: (1.14)6çà âèíÿòêîì ¨¨ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó7Â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði âæèâàþòüñÿ íàçâè �Master equation� òà�ba
kward Master equation�.



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 19×èñëà r(n j k) íàçèâàþòüñÿ øâèäêîñòÿìè ïåðåõîäiâ. Ñàìå øâèä-êîñòi ïåðåõîäiâ i íåñóòü ó ñîái îçíàêè êîíêðåòíî¨ �içè÷íî¨ ñèñòå-ìè. Î÷åâèäíî,r(n j k) � 0; n; k 2 f0; 1; : : :; Ng; n 6= k:Ïðèïóùåííÿ (1.14) ¹ öiëêîì ïðèðîäíèì â òîìó ñåíñi, ùî ÷èì äîâ-øå ìè ÷åêà¹ìî, òèì áiëüøà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèñòåìà çìiíèòüñâié ñòàí. Ìàòåìàòè÷íî óìîâà (1.14) åêâiâàëåíòíà iñíóâàííþ ïðà-âî¨ ïîõiäíî¨ ïî t ó �óíêöi¨ p(n; t j k; 0) â òî÷öi t = 0. Ç (1.11) i(1.14) âèïëèâà¹ íàñòóïíå:p(k; t+ dt j k; t) = 1� X0�n�Nn6=k r(n j k)dt + o(dt):1.3.1 Áàëàíñíå ðiâíÿííÿÄëÿ âèâåäåííÿ áàëàíñíîãî ðiâíÿííÿ ñêîðèñòà¹ìîñü ðiâíÿííÿì(1.13) äëÿ ìîìåíòiâ ÷àñó t0, t, i t + dt:
-

t′ t + dtt

n′ p(n, t + dt|n′, t′)

p(n, t|n′, t′)

p(k, t|n′, t′)Ìàë. 1.3. Äî âèâåäåííÿ áàëàíñíîãî ðiâíÿííÿp(n; t+ dt j n0; t0) = X0�k�N p(n; t+ dt j k; t)p(k; t j n0; t0):Ïðèïóùåííÿ (1.14) äîçâîëÿ¹ ïåðåïèñàòè îñòàíí¹ â íàñòóïíîìó



20 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiââèãëÿäi:p(n; t+ dt j n0; t0) == X0�k�Nk6=n (r(n j k)dt + o(dt))p(k; t j n0; t0)++0BB�1� X0�k�Nk6=n (r(k j n)dt + o(dt))1CCA p(n; t j n0; t0):Âiäíÿâøè çâiäñè p(n; t j n0; t0), ðîçäiëèâøè íà dt i âèêîíàâøè ãðà-íè÷íèé ïåðåõiä dt! 0, îäåðæèìî áàëàíñíå ðiâíÿííÿ:dp(n; t j n0; t0)dt = X0�k�Nk6=n (r(n j k)p(k; t j n0; t0) � r(k j n)p(n; t j n0; t0)):(1.15)Öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ðîçïàäà¹òüñÿ íà N+1 íå çâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþïiäñèñòåì, iíäåêñîâàíèõ ÷èñëîì n0. �iâíÿííÿ (1.15) ñïðàâåäëèâåäëÿ áóäü-ÿêîãî ãðà�à ïåðåõîäiâ. Âiäñóòíiñòü íà ãðà�i ïåðåõîäón! k âiäîáðàæà¹òüñÿ óìîâîþ r(k j n) = 0 i âiäñóòíiñòþ âiäïîâiä-íîãî äîäàíêà â (1.15). Çîêðåìà, äëÿ ëiíiéíîãî ãðà�à ïðè N > 1jk � lj > 1) r(k j l) = r(l j k) = 0:Â ðåçóëüòàòi áàëàíñíå ðiâíÿííÿ äëÿ ëiíiéíîãî ãðà�à ïåðåõîäiâìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:ddt p(n; t j n0; t0) = �(r�n + r+n )p(n; t j n0; t0)++r�n+1p(n + 1; t j n0; t0) + r+n�1p(n � 1; t j n0; t0);n; n0 2 f0; 1; : : : ; Ng;p(�1; t j n0; t0) � 0; p(N + 1; t j n0; t0) � 0; (1.16)äå ïîçíà÷åíî:r+k � r(k + 1 j k); r�k � r(k � 1 j k); k 2 f0; : : : ; Ng;ïðè÷îìó r�0 � 0; r+N � 0:



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 211.3.2 Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ áàëàíñíîãî ðiâíÿííÿ�iâíÿííÿ (1.15) ìîæóòü ñëóæèòè äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ ïåðåõi-äíèõ iìîâiðíîñòåé. Îñêiëüêè ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè ñòàöiîíàðíiïðîöåñè, òî p(n; t j n0; t0) = p(n; t � t0 j n0; 0), i ìîæíà îáìåæè-òèñü �óíêöiÿìè ç t0 = 0: p(n; t j n0; 0). Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáîðóN+1 �óíêöié p(n; t j n0; 0)), äå n0 � �iêñîâàíå, à n ïðîáiãà¹ íàáiðçíà÷åíü 0; 1; : : : ; N ñëiä ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ (1.15) ç ïî÷àòêîâîþóìîâîþ f0; 0; : : :; 0; 1; 0; : : : ; 0g: (1.17)Òóò ó ïîçèöi¨ ç íîìåðîì n0 � îäèíèöÿ, íà âñiõ iíøèõ ìiñöÿõ � íó-ëi, äèâ. (1.10). �iâíÿííÿ (1.15) ìîæíà ðîçãëÿäàòè äëÿ áóäü-ÿêèõïî÷àòêîâèõ óìîâ. Çîêðåìà, ÿêùî â ÿêîñòi íàáîðó ïî÷àòêîâèõ çíà-÷åíü âçÿòè ðîçïîäië iìîâiðíîñòåéfP0; P1; : : : ; PNg; äå X0�k�N Pk = 1; i Pk � 0 äëÿ âñiõ k;(1.18)òî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.15), ç îãëÿäó íà (1.8), äà¹ ðîçïî-äië iìîâiðíîñòåé ó âiäïîâiäíèé ìîìåíò. Âðàõîâóþ÷è öå, à òàêîæëiíiéíiñòü ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.15) i òîé �àêò, ùî ðîçâ'ÿçîê äëÿïî÷àòêîâî¨ óìîâè òèïó (1.17) íàáóâà¹ âèãëÿäó (1.18) ç óñiìà êîì-ïîíåíòàìè, ñòðîãî ïîçèòèâíèìè, ÿê òiëüêè åâîëþöiÿ ðîçïî÷èíà-¹òüñÿ (äèâ. (1.30), íèæ÷å), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ïîâåäií-êó ðîçâ'ÿçêiâ äîöiëüíî äîñëiäæóâàòè äëÿ áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõóìîâ.Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâÂâåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:p(n; t j n0; 0) = Pn(t); r(k j n) = rkn; sn = X0�k�Nk6=n rkn: (1.19)



22 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâßêùî ââåñòè ìàòðèöþ A çi ñòàëèìè åëåìåíòàìè íàñòóïíîãî âè-ãëÿäó
A = 0BBBBBBBBBBBB� �s0 r01 r02 : : : r0;N�1 r0Nr10 �s1 r12 : : : r1;N�1 r1N... ... ... . . . ... ...rN�1;0 rN�1;1 rN�1;2 : : : �sN�1 rN�1;NrN;0 rN;1 rN;2 : : : rN;N�1 �sN 1CCCCCCCCCCCCA ; (1.20)òî ñèñòåìó (1.15) ìîæíà çàïèñàòè â âèãëÿäi îäíîãî ìàòðè÷íîãîðiâíÿííÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:ddtX(t) = AX(t); (1.21)äå X ïîçíà÷à¹ N + 1-âèìiðíèé âåêòîð

X = fX0; X1; : : : ; XNg 2 RN+1:Ñèñòåìà çâè÷àéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � (1.15) àáî (1.21)� çi ñòàëèìè êîå�iöi¹íòàìè çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíî-ñòi ðîçâ'ÿçêó [3℄ äëÿ âñiõ t � 0 i äëÿ áóäü-ÿêîãî íàáîðó ïî÷àòêîâèõäàíèõ X(0) 2 RN+1, äå X(0) = fX0(0); X1(0); : : : ; XN (0)g. Îòæå,ðîçâ'ÿçêè (1.15) àáî (1.21) iñíóþòü i ¹ ¹äèíi. Êðiì òîãî, ðîçâ'ÿçêèçàëåæàòü íåïåðåðâíèì ÷èíîì âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Îòæå, ñèñòå-ìà ðiâíÿíü (1.21) âèçíà÷à¹ åâîëþöiéíó íàïiâãðóïó S(t) â ïðîñòî-ði RN+1. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê X(t) ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.21)îäåðæó¹òüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ çà äîïîìîãîþ çàëåæíî¨ âiä ÷àñóìàòðèöi (îïåðàòîðà åâîëþöi¨) S(t) çà �îðìóëîþ
X(t) = S(t)X(0); (1.22)ïðè÷îìó S(t) çàäîâîëüíÿ¹ íàïiâãðóïîâó âëàñòèâiñòü

S(t+ � ) = S(t)S(� ); t; � � 0:



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 23ßâíèé âèãëÿä îïåðàòîðà åâîëþöi¨ äà¹òüñÿ �îðìóëîþ
S(t) = exp (tA); (1.23)äå A çàäàíî �îðìóëîþ (1.20), à åêñïîíåíòà â (1.23) ìîæå ðîçóìi-òèñü ÿê ðÿä ïî ñòóïåíÿõ tA, ïðè÷îìó (1.23) âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíèéîïåðàòîð â òîïîëîãi¨ áóäü-ÿêî¨ íîðìè â RN+1. Ôîðìóëà (1.22) âè-çíà÷à¹ äëÿ êîæíîãî ïî÷àòêîâîãî ðîçïîäiëó X(0) òðàåêòîðiþ X(t)â ïðîñòîði RN+1:

X(t) = exp(tA)X(0): (1.24)Äåòàëüíèé îïèñ ìàòðè÷íî¨ åêñïîíåíòè (1.23) ìîæíà çíàéòè â [5,ðîçä.10, �6, ðîçä.11, �11℄.Çáåðåæåííÿ ïîçèòèâíîñòiÏîçíà÷èìî ìíîæèíó âåêòîðiâ â RN+1, ÿêi ìàþòü íåâiä'¹ìíi êîîð-äèíàòè, ÷åðåç RN+1+ . Ñàìå äî öi¹¨ ìíîæèíè ìàþòü íàëåæàòè ïî-÷àòêîâi äàíi äëÿ ñèñòåìè (1.21). Äîâåäåìî, ùî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè(1.21) òàêîæ íàëåæèòü äîRN+1+ â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó. Ìíîæè-íà RN+1+ ìà¹ ãðàíèöþ â RN+1 , êîòðà ñêëàäà¹òüñÿ ç N-âèìiðíèõãðàíåé �k; k = 0; 1; : : : ; N , ÿêi âèçíà÷ààþòüñÿ íàñòóïíèìè óìî-âàìè: �k = nX j X 2 RN+1+ ^ Xk = 0o : (1.25)Ìè äîâåäåìî, ùî íå iñíó¹ òðàåêòîðié, ÿêi ïåðåòèíàþòü ãðàíi ç ñå-ðåäèíè RN+1+ íàçîâíi. �ðàíü �k ìà¹ âåêòîð íîðìàëi, ñïðÿìîâàíèéó ñåðåäèíó RN+1+ , òàêîãî âèãëÿäó:
nk = f0; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : :; 0g; (1.26)äå îäèíèöÿ ñòî¨òü íà k-òîìó ìiñöi, à âñi iíøi êîìïîíåíòè � íóëi.Çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè (1.21) àáî �îðìóëè (1.24) i (1.20) ìîæíàçíàéòè ïðèðiñò dX(t) ðîçâ'ÿçêó X(t) ïîðÿäêó dt, ÿêèé âiäïîâiäà¹íåñêií÷åííî ìàëîìó ïðèðîñòó ÷àñó dt > 0:dX(t) = AX(t)dt:



24 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâßêùî òî÷êà X(t) � X çíàõîäèòüñÿ íà ãðàíi �k, òî íàïðÿì öüîãîïðèðîñòó ïîêàçó¹ íàïðÿì, â ÿêîìó òî÷êà X ïîêèäà¹ ãðàíü �kâ ïðîöåñi åâîëþöi¨. Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ òîãî, â ñåðåäèíó ÷è íàçîâíiRN+1+ íàïðÿìëåíèé ïðèðiñò, äîñèòü çíàéòè çíàê éîãî ñêàëÿðíîãîäîáóòêó ç âåêòîðîì nk. Çãiäíî ç (1.20), (1.25), (1.26), ÿêùî X 2�k, òî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:(nk;AXdt) � n
TkAXdt = X0�l�N; l6=k rklXldt � 0; (1.27)îñêiëüêè íà ãðàíÿõ RN+1+ Xi � 0 äëÿ âñiõ i. Òóò nTk îçíà÷à¹òðàíñïîíîâàíèé âåêòîð (îäíîðÿäêîâó ìàòðèöþ) äî âåêòîðà nk.Ç (1.27) âèõîäèòü, ùî òðàåêòîði¨, ÿêà ïåðåòèíà¹ ãðàíèöþ ìíî-æèíè RN+1+ çñåðåäèíè íàçîâíi, íå iñíó¹. Îòæå, ÿêùî ïî÷àòêîâèéñòàí X(0)2RN+1+ , òî äëÿ âñiõ t > 0 òàêîæ X(t)2RN+1+ . Îñòàíí¹òâåðäæåííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

S(t)RN+1+ � RN+1+ : (1.28)Ïðèïóñòiìî òåïåð, ùî ìîæëèâi ïåðåõîäè â îáèäâà áîêè ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà ñòàíàìè:rkl > 0; k 6= l; k; l 2 f0; 1; : : : ; Ng: (1.29)Â öüîìó âèïàäêó ðiâíiñòü â (1.27) ìîæëèâà ëèøå äëÿ íóëüîâîãîâåêòîðà X. Îòæå, âñi òðàåêòîði¨ ïîêèäàþòü ãðàíi ìíîæèíè RN+1+âñåðåäèíó. Çîêðåìà, òðàåêòîðié, ÿêi çàëèøàþòüñÿ íà ãðàíèöi ìíî-æèíè RN+1+ ïðîòÿãîì ñêií÷åííîãî ÷àñó, íå iñíó¹. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹:ÿêùî ïî÷àòêîâèé íàáið X(0) ìà¹ ÿê ïîçèòèâíi òàê i íóëüîâi êîì-ïîíåíòè, òî âiäïîâiäíèé ðîçâ'ÿçîê X(t) ìà¹ âèêëþ÷íî ïîçèòèâíiêîìïîíåíòè äëÿ âñiõ t > 0. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ìîæíà ïîäàòè óâèãëÿäi
S(t)RN+1+ � RN+1++ ; t > 0 (1.30)äå RN+1++ = fX j V0 � n0 � N Xn > 0g[f0g, äå 0 = f0; : : : ; 0g. Âèñíî-âîê (1.30) ñïðàâåäëèâèé íå òiëüêè òîäi, êîëè ìîæëèâi ïåðåõîäè



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 25ç áóäü-ÿêîãî ñòàíó â áóäü-ÿêèé iíøèé (óìîâà (1.29)). Ïðèïóñòi-ìî íàïðèêëàä, ùî âñi øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ ìiæ ñóñiäíiìè ñòàíàìèëèíiéíîãî ãðà�ó âiäìiííi âiä íóëÿ:r+k > 0; k 2 f0; 1; : : :; N � 1g; r�k > 0; k 2 f1; : : : ; Ng: (1.31)Äëÿ òàêîãî ãðà�ó ìàòðèöÿ A ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä
A = 0BBBBBBBBBBBBBBBB��r+0 r�1 : : : 0 0r+0 �s1 : : : 0 00 r+1 : : : 0 0... ... . . . ... ...0 0 : : : �sN�1 r�N0 0 : : : r+N�1 �r�N

1CCCCCCCCCCCCCCCCA (1.32)i çàìiñòü (1.27) îäåðæó¹ìî íàñòóïíå:(nk;AX) � n
TkAX = r+k�1Xk�1 + r�k+1Xk+1 � 0: (1.33)�iâíiñòü â (1.33) ìîæå áóòè òiëüêè òîäi, êîëè òî÷êà X íàëåæèòüïåðåòèíó ãðàíåé �k�1, �k, �k+1. Â öüîìó âèïàäêó ïðèðiñò ó òî÷öi

X ïîðÿäêó dt íàïðÿìëåíèé óçäîâæ ãðàíi �k, i äëÿ ç'ÿñóâàííÿíàïðÿìêó, â ÿêîìó òðàåêòîðiÿ ïîêèäà¹ ãðàíü �k, ñëiä ðîçãëÿíóòèïðèðiñò ïîðÿäêó dt2:
A

2
Xdt2=2!; X 2 �k�1 \ �k \ �k+1:Öå äà¹ ìîæëèâiñòü äëÿ îöiíêè çíàêó ñêàëÿðíîãî äîáóòêó:�

nk;A2
X
� = r+k�1r+k�2Xk�2 + r�k+1r�k+2Xk+2: (1.34)Îñòàííié âèðàç àáî ïîçèòèâíèé, àáî, ÿêùî X 2 �k�2T�k�1T�kT�k+1 T�k+2, îáåðòà¹òüñÿ â íóëü. Â îñòàííüîìó âèïàäêó ñëiä



26 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâðîçãëÿäàòè ïðèðiñò ïîðÿäêó dt3. Îñêiëüêè ÷èñëî êîìïîíåíò âå-êòîðà X îáìåæåíå ÷èñëîì N + 1, òî, ðîçãëÿíóâøè ïðèðîñòè ïî-ðÿäêó íå âèùå âiä N , ìè ïðèéäåìî äî âèñíîâêó, ùî àáî X 2�0T�1T : : :T�N , i òîäi X = 0 i ïîâíèé ïðèðiñò � íóëüîâèé, àáîïðèðiñò ÿêîãîñü ïîðÿäêó áóäå ñêëàäàòè ãîñòðèé êóò ç âåêòîðîì
nk, à âñi ïðèðîñòè íèæ÷èõ ïîðÿäêiâ áóäóòü ïåðïåíäèêóëÿðíè-ìè äî nk. Öå îçíà÷à¹, ùî òðàåêòîði¨, êîòði äîòèêàþòüñÿ ãðàíèöiRN+1+ , òàêîæ ïîêèäàþòü ¨¨ â ñåðåäèíó RN+1+ . Âèêîðèñòîâóþ÷èàíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, ìîæíà äîâåñòè, ùî âèñíîâîê (1.30) ñïðà-âåäëèâèé äëÿ ñèñòåì iç çàãàëüíèì ãðà�îì ïåðåõîäiâ ïðè óìîâi,ùî ç áóäü-ÿêî¨ âåðøèíè ãðà�ó ìîæíà ïðîéòè â áóäü-ÿêó iíøóâåðøèíó âçäîâæ ñòðiëîê ãðà�à.Çáåðåæåííÿ ïîâíî¨ éìîâiðíîñòiÍåõàé X = fX0; X1; : : : ; XNg 2 RN+1 � äåÿêèé âåêòîð iç RN+1.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X ñóìó âñiõ éîãî êîìïîíåíò:

X = X0�k�N Xk:�iâíÿííÿ äëÿ X îäåðæó¹òüñÿ ç (1.21) äîäàâàííÿì âñiõ ðiâíÿíüñèñòåìè: ddtX = 0:Îòæå, X íå çàëåæèòü âiä ÷àñó. ßêùî âåêòîð X ìà¹ âñi êîîð-äèíàòè íåâiä'¹ìíi, ïðè÷îìó X = 1, òî éîãî êîîðäèíàòè ìîæíàðîçãëÿäàòè ÿê äåÿêèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé íà ìíîæèíi ñòàíiâ.Ñòàëiñòü X îçà÷à¹, ùî ñóìà éìîâiðíîñòåé çíàéòè ñèñòåìó â áóäü-ÿêîìó çi ñòàíiâ 0; 1; : : : ; N íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, îòæå ïîâíà éìî-âiðíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ.1.3.3 Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâÏîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (1.21) ïðè t ! 1 âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-÷àòêîâèì âåêòîðîì i ñïåêòðîì ìàòðèöi A.



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 27ÎáìåæåíiñòüÇîêðåìà, ÿêáè ñåðåä âëàñíèõ ÷èñåë A çíàéøëîñü � òàêå, ùî éî-ãî äiéñíà ÷àñòèíà <� = �0 > 0, òî ìîæíà áóëî á òàê âèáðàòèïî÷àòêîâó óìîâó:maxi j(exp (tA)X)ij > et�0 ; t > 0: (1.35)Îñòàíí¹ íåìîæëèâå âíàñëiäîê ï.1.3.2. Äiéñíî, ïîäàìî äîâiëüíèéïî÷àòêîâèé âåêòîð X(0) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:
X(0) = X

+(0)�X
�(0); (1.36)äå êîæåí ç âåêòîðiâ X

+(0), X
�(0) ìà¹ íåâiä'¹ìíi êîîðäèíàòè.�îçâ'ÿçîê òîäi ïîäà¹òüñÿ â âèãëÿäi ðiçíèöi

X(t) = exp (tA)X+(0)� exp (tA)X�(0):Çàâäÿêè ï.1.3.2, ìà¹ìî îöiíêèmaxi ((exp (tA)X�(0))i) � X
�(0); t > 0; (1.37)çâiäêè âèõîäèòü, ùî (1.35) íåìîæëèâå. Ç (1.37) âèïëèâà¹, ùîðîçâ'ÿçîê X(t) ðiâíÿííÿ (1.21) äëÿ áóäü-ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî âå-êòîðà X(0) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâósupt>0 maxi j(exp (tA)X)ij <1: (1.38)Ç îñòàííüîãî, çîêðåìà, âèõîäèòü, ùî âñi âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi Aìàþòü íåäîäàòíi äiéñíi ÷àñòèíè. Ç (1.38) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî âíîðìàëüíié æîðäàíîâié �îðìi8 ìàòðèöi A êëiòêè, ùî âiäïîâiä-àþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì iç íóëüîâîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, ìàþòüðîçìið 1� 1. Äiéñíî, ÿêùî â A ïðèñóòíÿ êëiòêà n�n ç <(�) = 0,òî ìîæíà òàê âèáðàòè ïî÷àòêîâèé âåêòîð, ùî ðîçâ'ÿçîê áóäå çðî-ñòàòè ÿê tn�1 (äèâ. [5, ðîçä.11, �11℄), çâiäêè, âðàõîâóþ÷è (1.38),âèõîäèòü: n = 1.8Ç ïðèâîäó íîðìàëüíî¨ æîðäàíîâî¨ �îðìè ìàòðèöi äèâ.[4, 5℄.



28 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâIíâàðiàíòíèé ñòàíÄîäàâøè äî ðÿäêà ç áóäü-ÿêèì íîìåðîì n âñi iíøi ðÿäêè ìàòðè-öi A, îòðèìà¹ìî íóëüîâèé ðÿäîê. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî � = 0 �âëàñíå çíà÷åííÿ A. Âiäïîâiäíèé éîìó âëàñíèé âåêòîð P áóäå ií-âàðiàíòíèì: exp (tA)P = P :Ïðèïóñòiìî, ùî â äåÿêîìó ðÿäêó ç íîìåðîì n ìàòðèöi A íåìàíóëüîâèõ åëåìåíòiâ9. Òîäi, âèêðåñëèâøè ðÿäîê i ñòîâï÷èê iç íî-ìåðîì n, îäåðæèìî ìàòðèöþ B ðîçìiðíîñòi N , ÿêà ìà¹ ðàíã N .Äiéñíî, ìàòðèöÿ B çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
Bi;j � 0; i 6= j; X0�j�N�1Bi;j < 0;ç ÿêèõ âèõîäèòü, ùî âñi âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi B ìàþòü âiä'¹ìíiäiéñíi ÷àñòèíè [10, ï.3.3.1℄. Îòæå, ðàíã ìàòðèöi B äîðiâíþ¹ N ,çâiäêè âèïëèâà¹, ùî êðàòíiñòü íóëüîâîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ óìàòðèöi A � îäèíèöÿ. Òàêèì ÷èíîì, iíâàðiàíòíèé ñòàí � ¹äèíèé.Öå äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi iíâàðiàíòíîãî ñòàíó íå ïiäõîäèòü äëÿñèñòåì iç ëiíiéíèì ãðà�îì, îñêiëüêè äëÿ òàêèõ ñèñòåì áóäü-ÿêèéðÿäîê ìàòðèöi A ìiñòèòü íå áiëüøå òðüîõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ åëå-ìåíòiâ. Àëå äëÿ òàêèõ ñèñòåì iíâàðiàíòíèé âåêòîð P ìîæíà îá÷è-ñëèòè â ÿâíîìó âèãëÿäi. Äiéñíî, âèçíà÷èâøè â ðiâíÿííÿõ (1.16)ëiâi ÷àñòèíè ðiâíèìè íóëþ, à P0 � p(0; t j n0; 0) = p, ìà¹ìî çðiâíÿííÿ (1.16) ïðè n = 0 P1 = r+0r�1 p: (1.39)Ïðè n > 0 ìà¹ìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ:Pn+1 = r�n + r+nr�n+1 Pn � r+n�1r�n+1Pn�1: (1.40)9Îòæå, iñíó¹ ñòàí, ç ÿêîãî ìîæëèâèé áåçïîñåðåäíié ïåðåõiä ó áóäü-ÿêèéiíøèé ñòàí.



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 29Íàðåøòi, ïðè n = N � 1 i n = N ìà¹ìî:PN = r�N�1 + r+N�1r�N PN�1 � r+N�2r�N PN�2; PN = r+N�1r�N PN�1: (1.41)Ôîðìóëè (1.39)-(1.41) îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü âëàñíèé âåêòîð P ,ÿêèé âiäïîâiäà¹ íóëüîâîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ, ÿêùî äâà âèðàçè(1.41) íå ñóïåðå÷àòü îäèí îäíîìó. Â îñòàííüîìó ìîæíà ïåðåñâiä-÷èòèñü øëÿõîì ïiäñòàíîâêè íàñòóïíîãî ÿâíîãî ðîçâ'ÿçêóPn = Y0�k�n�1 r+kr�k+1P0; n = 1; : : : ; N (1.42)â (1.39)-(1.41). Äîâåäåíi òâåðäæåííÿ ïðèâîäÿòü äî âèñíîâêó: óìàòðèöi A ñèñòåìè ç ëiíiéíèì ãðà�îì ïåðåõîäiâ íóëüîâå âëàñíåçíà÷åííÿ òàêîæ îäíîêðàòíå.Çàóâàæèìî, ùî â iíâàðiàíòíîìó ñòàíi (1.42) ìà¹ ìiñöå äåòàëü-íèé áàëàíñ: r+nPn = r�n+1Pn+1; n = 0; 1; : : :; N � 1; (1.43)òîáòî ïîòîêè éìîâiðíîñòi ìiæ ñóñiäíiìè ñòàíàìè òî÷íî âðiâíî-âàæóþòüñÿ. Îñòàíí¹ íå ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ iíâàðiàíòíîãî ñòàíóñèñòåìè ç çàãàëüíèì ãðà�îì ïåðåõîäiâ. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî, íà-ïðèêëàä, ñèñòåìó ç N = 2, ãðà� ïåðåõîäiâ ÿêî¨ çîáðàæåíî íàìàë.1.4. Ìàòðèöÿ A äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:
A = 0BBBBB��r+0 0 r+2r+0 �r+1 00 r+1 �r+2 1CCCCCA : (1.44)Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ïåðåñâiä÷ó¹ìîñü, ùî öÿ ìàòðèöÿ ìà¹äâà âiä'¹ìíèõ i îäíîêðàòíå íóëüîâå âëàñíi çíà÷åííÿ. Âiäïîâiäíèéiíâàðiàíòíèé âiäíîñíî åâîëþöi¨ âåêòîð ìà¹ íàñòóïíi êîîðäèíàòè:P0; P1 = r+0r+1 P0; P2 = r+0r+2 P0:
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0 2Ìàë. 1.4. Ñèñòåìà áåç äåòàëüíîãî áàëàíñóÑïiââiäíîøåííÿ (1.43) äëÿ íüîãî íå âèêîíó¹òüñÿ.�içíèöÿ ìiæ ëiíiéíîþ i ðîçãëÿíóòîþ òðèêóòíîþ ñèñòåìàìè âñòàíi ðiâíîâàãè (iíâàðiàíòíîìó ñòàíi) ïðîÿâèòüñÿ, ÿêùî ðîçiðâàòèçâ'ÿçîê ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè ñòàíàìè. Äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ñòàíçàëèøèòüñÿ iíâàðiàíòíèì, à äëÿ ðîçãëÿíóòî¨ òðèêóòíî¨ ïî÷íåòüñÿïåðåðîçïîäië, ó ðåçóëüòàòi ÿêîãî âñÿ éìîâiðíiñòü çîñåðåäèòüñÿ âîäíîìó çi ñòàíiâ.Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ exp (tA) ïðè êîæíîìó t ¹ íåïå-ðåðâíèì â RN+1 i, çàâäÿêè ï.1.3.2, ïåðåâîäèòü êîìïàêòíó ìíîæè-íó K K = fX j Xi � 0; i = 0; 1; : : : ; N ^ X0�i�N Xi = 1gâ ñåáå. Ìíîæèíà K ãîìåîìîð�íà çàìêíóòié êóëi â RN . Îòæå,çà òåîðåìîþ Áðàóåðà (äèâ. [11, � 0.5℄), exp (tA) ìà¹ iíâàðiàíòíèéâåêòîð â K. Òàêèì ÷èíîì, âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi A, ÿêèé âiä-ïîâiäà¹ íóëüîâîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ, ìà¹ âñi êîîðäèíàòè ïîçè-òèâíèìè (îäíîãî çíàêó). Äëÿ ëiíiéíîãî ãðà�ó ïåðåõîäiâ öå âèäíîòàêîæ iç �îðìóë (1.42).Çáiæíiñòü äî iíâàðiàíòíîãî ñòàíóßê óñòàíîâëåíî âèùå, ìàòðèöÿ A ìà¹ îäíîêðàòíå íóëüîâå âëàñíå



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 31çíà÷åííÿ i íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü âñåðåäèíi ïðàâî¨ êîìïëåêñíî¨ïiâïëîùèíè. Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ íå âèêëþ÷à¹ íàÿâíîñòi ÷èñòîóÿâíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü i, ÿê íàñëiäîê, ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.Îòæå, áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê exp(tA)X ñèñòåìè (1.21) ìîæå çáiãà-òèñü àáî äî iíâàðiàíòíîãî ñòàíó, àáî äî íóëÿ, àáî äî ïåðiîäè÷íîãîðîçâ'ÿçêó. Äîâåäåìî, ùî ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹. Ïðèïó-ñòiìî, ùî ðîçâ'ÿçîê X(t) = exp(tA)X(0) � ïåðiîäè÷íèé, P �iíâàðiàíòíèé. Ââåäåìî ÷èñëî � íàñòóïíèì ÷èíîì:� = inft>0mini Xi(t):×èñëî � iñíó¹ çàâäÿêè ïåðiîäè÷íîñòi X(t). Îñêiëüêè âñi êîîðäè-íàòè iíâàðiàíòíîãî âåêòîðà äîäàòíi i � < 1, òî ìîæíà âèáðàòè÷èñëî � òàê, ùî áóäå ñïðàâåäëèâîþ ðiâíiñòüinft>0mini (�Pi +Xi(t)) = 0:Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹, ùî ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê �P + X(t) 2RN+1+ ïîâèíåí ïîâåðòàòèñü íà ãðàíü ìíîæèíè RN+1+ , ùî íåìî-æëèâî â ñèëó ï.1.3.2. Îòæå, ñèñòåìà (1.21) íå ìà¹ ïåðiîäè÷íèõðîçâ'ÿçêiâ.Çàóâàæåííÿ. Äîâåäåíi â ðîçä.1.3.2 òâåðäæåííÿ äîçâîëÿþòüçðîáèòè âèñíîâêè ïðî ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi ìàòðèöü ïåâíîãîòèïó. Íåõàé ìàòðèöÿ N �N M çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi äâi óìîâè:^1�k�N X1�i�NMki = 0; (1.45)î6=jMij � 0: (1.46)Òîäi, ÿêùî ó M õî÷à á îäèí ðÿäîê íå ìiñòèòü íóëiâ, çîêðåìà,ÿêùî âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ïîçèòèâíi, òî íóëüîâå âëàñíåçíà÷åííÿ ìàòðèöi M � îäíîêðàòíå. Âiäïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîðìà¹ âñi êîîðäèíàòè äîäàòíi. Âñi iíøi âëàñíi ÷èñëà ìàþòü âiä'¹ìíiäiéñíi ÷àñòèíè. Ïiäñèëåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ íà îñíîâi ñêàçàíî-ãî íà ñ.26 äîçâîëÿ¹ çàìiíèòè óìîâó (1.45) íàñòóïíîþ: äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 � i; j � N iñíó¹ íàáið åëåìåíòiâ ìàòðèöi M òàêèé, ùîMikMkl : : :MhnMnj > 0:



32 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÇi ñêàçàíîãî âèùå â öüîìó ïiäðîçäiäi âèõîäèòü, ùî áóäü-ÿêèéïî÷àòêîâèé âåêòîð X â ïðîöåñi åâîëþöi¨ áóäå çáiãàòèñÿ äî iíâà-ðiàíòíîãî âåêòîðà àáî äî íóëÿ, ÿêùî X = 0:1.3.4 Çâîðîòíå áàëàíñíå ðiâíÿííÿÄëÿ âèâåäåííÿ çâîðîòíîãî áàëàíñíîãî ðiâíÿííÿ ñêîðèñòà¹ìîñÿðiâíÿííÿì (1.13) (äèâ. Ìàë.1.5) äëÿ ìîìåíòiâ ÷àñó t0, t0 + dt, i t:
-

t′ t′ + dt t

n′ n′

p(n, t|n′, t′)
p(n, t|n′, t′ + dt)Ìàë. 1.5. Äî âèâåäåííÿ çâîðîòíîãî áàëàíñíîãî ðiâíÿííÿp(n; t j n0; t0) = X0�k�N p(n; t j k; t0 + dt)p(k; t0 + dt j n0t0): (1.47)Óìîâó íîðìîâàíîñòi (1.11) çàïèøåìî òàê:1 = X0�k�N p(k; t0 + dt j n0t0):Äîìíîæèâøè îñòàíí¹ íà p(n; t j n0; t0 + dt), îäåðæèìî:p(n; t j n0; t0+dt) = X0�k�N p(n; t j n0; t0+dt)p(k; t0+dt j n0t0): (1.48)Âiäíÿâøè (1.47) âiä (1.48), îäåðæèìî:p(n; t j n0; t0 + dt) � p(n; t j n0; t0) =X0�k�N p(k; t0 + dt j n0t0)(p(n; t j n0; t0 + dt) � p(n; t j k; t0 + dt)) =X0�k�Nk6=n0 (r(k j n0)dt + o(dt))(p(n; t j n0; t0 + dt) � p(n; t j k; t0 + dt)):



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 33�îçäiëèâøè îñòàíí¹ íà dt i âèêîíàâøè ãðàíè÷íèé ïåðåõiä dt! 0,îäåðæèìî çâîðîòíå áàëàíñíå ðiâíÿííÿ:ddt0 p(n; t j n0; t0) = X0�k�Nk6=n0 r(k j n0)(p(n; t j n0; t0) � p(n; t j k; t0)):(1.49)�iâíÿííÿ (1.49) òàêîæ çáåðiãà¹ ïîâíó éìîâiðíiñòü:ddt0 X0�n�N p(n; t j n0; t0) = X0�k�Nk6=n0 r(k j n0) X0�n�N p(n; t j n0; t0)�� X0�k�Nk6=n0 r(k j n0) X0�n�N p(n; t j k; t0) = 0;îñêiëüêè êîæíà ç äâîõ ñóì ïî n äîðiâíþ¹ îäèíèöi â ñèëó óìîâíîðìóâàííÿ.Äëÿ ëiíiéíîãî ãðà�à ïåðåõîäiâ âiäìiííi âiä íóëÿ øâèäêîñòiïåðåõîäiâ � öå r(n0 � 1 j n0) i r(n0 + 1 j n0). Â ðåçóëüòàòi äëÿëiíiéíîãî ãðà�à çâîðîòíå áàëàíñíå ðiâíÿííÿ ìà¹ â ïîçíà÷åííÿõ(1.19) òàêèé âèãëÿä: ddt0 p(n; t j n0; t0) == r�n0(p(n; t j n0; t0)� p(n; t j n0 � 1; t0))++r+n0(p(n; t j n0; t0) � p(n; t j n0 + 1; t0));n; n0 2 f0; 1; : : : ; Ng; r�0 = 0; r+N = 0: (1.50)1.3.5 Áàëàíñíi ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì�îçãëÿíåìî ñèñòåìó ç íàáîðîì åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ f0; 1; : : : ; N;N + 1g, ÿêà ìà¹ ëiíiéíèé ãðà� ïåðåõîäiâ, çîáðàæåíèé íà ìàë.1.6Äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè r�N+1 = 0, r+N > 0. Áàëàíñíå ðiâíÿííÿ äëÿ òàêî¨
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w w w w w-� - - - -� � �. . .0 1 2 N N + 1Ìàë. 1.6. �ðà� ïåðåõîäiâ äëÿ ïîãëèíàííÿ â ñòàíi N + 1ñèñòåìè ìà¹ â ïîçíà÷åííÿõ (1.19) íàñòóïíèé âèãëÿä:ddtP0(t) = �r+0 P0(t) + r�1 P1(t); (1.51)ddtPn(t) = �snPn(t) + r�n+1Pn+1(t)++r+n�1Pn�1(t); n 2 f1; : : : ; N � 1g; (1.52)ddtPN (t) = �(r�N + r+N )PN (t) + r+N�1PN�1(t); (1.53)ddtPN+1(t) = r+NPN (t): (1.54)Â öié ñèñòåìi ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü (1.51)-(1.53) íå ìiñòèòü �óíêöi¨PN+1(t). Îòæå, ñèñòåìà ðiâíÿíü (1.51)-(1.53) ìîæå ðîçãëÿäàòèñüÿê îïèñ �içè÷íî¨ ñèñòåìè ç íàáîðîì f0; 1; : : : ; Ng â ÿêîñòi ìíîæè-íè åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ. Ïðè öüîìó, ÿêùî éìîâiðíiñòü çíàõîäæå-ííÿ â ñòàíi N íå íóëüîâà, iñíó¹ éìîâiðíiñòü áåçïîâîðîòíî âèéòè çàìåæi âêàçàíîãî íàáîðó ñòàíiâ. Ñèñòåìè òàêîãî òèïó íàçèâàþòüñÿñèñòåìàìè çi ñòîêîì ó ñòàíi N . Âiäâîëiêàþ÷èñü âiä ií�îðìàöi¨,êóäè âiäáóâà¹òüñÿ ñòîê, ãðà� ïåðåõîäiâ ñèñòåìè çi ñòîêîì ìîæíàçîáðàçèòè òàê, ÿê ïîêàçàíî íà ìàë.1.7. Êîëè f0; 1; : : :; Ng � öå ïî-
w w w w-� - - - -� � �. . .0 1 2 NÌàë. 1.7. �ðà� ïåðåõîäiâ äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì ó ñòàíi Nëîæåííÿ ÷àñòèíêè â ïðîñòîði, òî êàæóòü, ùî iñíó¹ ïîãëèíàííÿ íàïðàâié ãðàíèöi, îñêiëüêè, ïåðåõîäÿ÷è ç ñòàíó N âïðàâî, ÷àñòèí-êà çàëèøà¹ iíòåðâàë f0; 1; : : :; Ng íàçàâæäè. Àíàëîãi÷íó ñèòóàöiþ



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 35ìîæíà ðîçãëÿíóòè i íà ëiâié ãðàíèöi, é ó áóäü-ÿêié âåðøèíi çà-ãàëüíîãî ãðà�ó ïåðåõîäiâ.Äëÿ îäåðæàííÿ çâîðîòíîãî áàëàíñíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìèçi ñòîêîì â ñòàíi N ðîçãëÿíåìî ðiâí. (1.50), ïîêëàâøè òàì N + 1çàìiñòü N . Ïðè öüîìó ñëiä âðàõóâàòè, ùî r+N+1 = 0: Â ðåçóëüòàòiìà¹ìî: ddt0 p(k; t j 0; t0) = r+0 (p(k; t j 0; t0)� p(k; t j 1; t0));ddt0 p(k; t j n; t0) = r�n (p(k; t j n; t0)� p(k; t j n� 1; t0))++r+n (p(k; t j n; t0) � p(k; t j n+ 1; t0)); n = 1; 2; : : : ; N;ddt0 p(k; t j N + 1; t0) = 0; k = 0; 1; : : : ; N + 1: (1.55)Ïî÷àòêîâi óìîâè (1.10) äàþòü äëÿ îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè(1.55) íàñòóïíå:p(N + 1; t j N + 1; t) = 1; p(k; t j N + 1; t) = 0; k 2 f0; 1; : : : ; Ng;ùî äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè ðîçâ'ÿçîêp(N + 1; t j N + 1; t0) = 1; p(k; t j N + 1; t0) = 0; k = 0; 1; : : : ; N:Ç óðàõóâàííÿì îñòàííüîãî îäåðæó¹ìî ç (1.55) çâîðîòíå áàëàíñíåðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì â ñòàíi N :ddt0 p(k; t j 0; t0) = r+0 (p(k; t j 0; t0)� p(k; t j 1; t0));ddt0 p(k; t j n; t0) = r�n (p(k; t j n; t0) � p(k; t j n� 1; t0))++r+n (p(k; t j n; t0)� p(k; t j n+ 1; t0));n = 1; 2; : : : ; N � 1;ddt0 p(k; t j N; t0) =r�N (p(k; t j N; t0)� p(k; t j N � 1; t0)) + r+Np(k; t j N; t0);k = 0; 1; : : : ; N: (1.56)



36 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÇáåðåæåííÿ ïîçèòèâíîñòiÑèñòåìó ðiâíÿíü (1.51)-(1.53) ìîæíà ïîäàòè ó âåêòîðíié �îðìiddtX(t) = AX(t); (1.57)äå X ïîçíà÷à¹ N + 1-âèìiðíèé âåêòîð
X = fX0; X1; : : : ; XNg 2 RN+1;à ìàòðèöÿ A ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

A = 0BBBBBBBBBBBBBBBB��r+0 r�1 : : : 0 0r+0 �s1 : : : 0 00 r+1 : : : 0 0... ... . . . ... ...0 0 : : : �sN�1 r�N0 0 : : : r+N�1 �r�N � r+N
1CCCCCCCCCCCCCCCCA : (1.58)�iâíÿííÿ (1.57) çáåðiãà¹ ïîçèòèâíiñòü. Äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòiöiëêîì àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ, íàâåäåíîìó â ï.1.3.2 äëÿ ñèñòåìèáåç ñòîêó. Äiéñíî, åëåìåíòè ìàòðèöi A äëÿ ñèñòåìè (1.51)-(1.53)ñïiâïàäàþòü ç åëåìåíòàìè ìàòðèöi (1.32) çà âèíÿòêîì îñòàííüîãîåëåìåíòà â îñòàííüîìó ðÿäêó, ÿêèé äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì ìåíøèéíà r+N : Öÿ âiäìiííiñòü íå âïëèâà¹ íà ñïðàâåäëèâiñòü âèñíîâêiâï.1.3.2, òîáòî âiðíèì çàëèøà¹òüñÿ i ñïiââiäíîøåííÿ (1.30).Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâÍåõàé äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì âèêîíàíî óìîâó (1.31). Íàøà ìåòà� îöiíèòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.57), êîëè t çðîñòà¹



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 37äî áåçìåæíîñòi. Çàóâàæèìî, ùî â ñèñòåìi çi ñòîêîì ïîâíà éìî-âiðíiñòü ìîíîòîííî çìåíøó¹òüñÿ. Äiéñíî, äîäàâøè âñi ðiâíÿííÿñèñòåìè (1.51)-(1.53), îäåðæèìî:ddtP (t) = �r+NPN (t); äå P (t) = NXn=0 Pn(t): (1.59)Ìîíîòîííå çìåíøåííÿ P (t) ñëiäó¹ ç (1.30) i (1.59). Ìiðêóâàííÿ çiñ.27 ðîáëÿòü ñïðàâåäëèâèì òâåðäæåííÿ (1.38), çâiäêè âèïëèâà¹,ùî ìàòðèöÿ (1.58) íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü ç ïîçèòèâíîþ äiéñíîþ÷àñòèíîþ. Ìiðêóâàííÿ ñ.31 ïðèâîäÿòü äî âèñíîâêó, ùî ìàòðèöÿ(1.58) íå ìà¹ âëàñíèõ çíà÷åíü íà óÿâíié îñi, êðiì ìîæëèâî íó-ëüîâîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî íóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ iñíó¹, i X �âiäïîâiäíèé âëàñíèé âåêòîð. Öåé âåêòîð ìà¹ áóòè iíâàðiàíòíèéâiäíîñíî åâîëþöi¨. �iâíÿííÿ äëÿ X , àíàëîãi÷íå (1.59), ìà¹ íàñòó-ïíèé âèãëÿä: ddtX(t) = �r+NXN (t);çâiäêè âèõîäèòü: XN = 0, îñêiëüêè X(t) � ñòàëà âåëè÷èíà çàïðèïóùåííÿì. Çâiäñè i ç ðiâíÿííÿ (1.53) âèïëèâà¹, ùî XN�1 = 0.�iâíÿííÿ (1.52) ç n = N � 1 ìà¹ äëÿ X íàñòóïíèé âèãëÿä:ddtXN�1(t) = �sN�1XN�1(t) + r�NXN (t) + r+N�2XN�2(t);çâiäêè âèõîäèòü: ó iíâàðiàíòíîãî âåêòîðà XN�2 = 0. Ìiðêóþ÷èàíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî âñi êîìïîíåíòè
X � íóëüîâi. Îòæå, ïðèïóùåííÿ íàÿâíîñòi ó ìàòðèöi (1.58) íó-ëüîâîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ � õèáíå. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî íà-ñòóïíå òâåðäæåííÿ: ñïåêòð ìàòðèöi (1.58) çíàõîäèòüñÿ âñåðåäèíiëiâî¨ êîìïëåêñíî¨ ïiâïëîùèíè. Çâiäñè, çîêðåìà, � ñïðàâåäëèâiñòüíàñòóïíèõ ãðàíè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü:limt!1 tkXn(t) = 0; n = 0; 1; : : :; N; k = 0; 1; : : : ; (1.60)äëÿ áóäü-ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî âåêòîðà X(0) (äèâ. [5, ðîçä. 11, �11℄).



38 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ1.3.6 Ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿ ñèñòåìè çi ñòîêîìÑåðåäíié ÷àñ æèòòÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì íà îäíîìó êiíöißêùî ñèñòåìà çi ñòîêîì çíàõîäèòüñÿ â îäíîìó çi ñâî¨õ ñòàíiâ,ÿêèé ìà¹ íîìåð n, òî áóäåìî êàçàòè, ùî âîíà iñíó¹ â ñòàíi n.ßêùî æ âiäáóâñÿ ïåðåõiä ó íàïðÿìêó íàéáiëüø ïðàâî¨ ñòðiëêèíà Ìàë.1.7, òî áóäåìî êàçàòè, ùî ñèñòåìà çíèêëà àáî çàãèíóëà.Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ñòàíi n. Ïîòðiáíîîá÷èñëèòè ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿ ñèñòåìè, W (n).Çãiäíî ç ïîçíà÷åííÿìè (1.19) i (1.59),P (t) = X0�k�N p(k; t j n; 0); (1.61)äå äëÿ çðó÷íîñòi n0 çàìiíåíî íà n. Îñêiëüêè â îñòàííié �îðìóëiïðèñóòíÿ çàëåæíiñòü âiä n, à çâîðîòíi áàëàíñíi ðiâíÿííÿ ç ði-çíèìè n çâ'ÿçàíi, òî â äàíîìó ðîçäiëi öþ çàëåæíiñòü äîöiëüíîïîêàçàòè â �óíêöi¨ P (t) â ÿâíîìó âèãëÿäi. Îòæå, çàìiñòü (1.61)áóäåìî ïèñàòè: P (n; t) = X0�k�N p(k; t j n; 0): (1.62)Ôóíêöiÿ P (n; t) çãiäíî ç (1.62) äà¹ éìîâiðíiñòü âèæèâàííÿ ñè-ñòåìè ïðîòÿãîì ÷àñó, íå ìåíøîãî âiä t, ÿêùî ïðè t = 0 âîíàïåðåáóâàëà â ñòàíi n. ßêùî ïîçíà÷èòè ÷àñ, ÿêèé ïðîõîäèòü âiäñòàðòó ñèñòåìè ç ñòàíó n äî ¨¨ çíèêíåííÿ â ïðîöåñi ÿêî¨-íåáóäüäåòåðìiíiñòè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó, ÷åðåç w(n), òîP (n; t) � öå éìîâiðíiñòü òîãî, ùî w(n) � t. �îçãëÿíóâøè (1.62) çt + dt çàìiñòü t, îäåðæèìî, ùî ðiçíèöÿ P (n; t) � P (n; t + dt) äà¹éìîâiðíiñòü òîãî, ùî t � w(n) < t+ dt. Âðàõóâàâøè, ùî �óíêöiÿP (n; t) äè�åðåíöiéîâàíà, ìîæíà îá÷èñëèòè îñòàííþ éìîâiðíiñòüç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî dt:P (n; t)� P (n; t+ dt) = �dP (n; t)dt dt + o(t):



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 39Îñòàííié âèðàç äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿ W (n):W (n) = � 1Z0 tdP (n; t)dt dt = 1Z0 P (n; t)dt: (1.63)Òóò âðàõîâàíî (1.60). �îçãëÿíåìî çâîðîòíå áàëàíñíå ðiâíÿííÿ(1.56) äëÿ �óíêöié p(k; 0 j n;�t), äå t � 0:� ddt p(k; 0 j 0;�t) = r+0 (p(k; 0 j 0;�t)� p(k; 0 j 1;�t));� ddt p(k; 0 j n;�t) = r�n (p(k; 0 j n;�t)� p(k; 0 j n � 1;�t))++r+n (p(k; 0 j n;�t)� p(k; 0 j n+ 1;�t)); n = 1; 2; : : : ; N � 1;� ddt p(k; 0 j N;�t) = r�N (p(k; 0 j N;�t)� p(k; 0 j N � 1;�t))++r+Np(k; 0 j N;�t); k = 0; 1; : : : ; N:Îñòàííþ ñèñòåìó ïåðåòâîðèìî ç âðàõóâàííÿì óìîâè îäíîðiäíîñòi(1.7); � ddtp(k; t j 0; 0) = r+0 (p(k; t j 0; 0)� p(k; t j 1; 0));� ddt p(k; t j n; 0) = r�n (p(k; t j n; 0)� p(k; t j n� 1; 0))++r+n (p(k; t j n; 0)� p(k; t j n + 1; 0)); n = 1; 2; : : : ; N � 1;� ddt p(k; t j N; 0) = r�N (p(k; t j N; 0)� p(k; t j N � 1; 0))++r+Np(k; t j N; 0); k = 0; 1; : : :; N:Âèêîíàâøè â êîæíîìó ç öèõ ðiâíÿíü ñóìàöiþ ïî k, îäåðæèìîñèñòåìó äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ íàáîðó �óíêöié P (n; t):� ddtP (0; t) = r+0 (P (0; t)� P (1; t));� ddtP (n; t) = r�n (P (n; t)� P (n � 1; t))++r+n (P (n; t)� P (n+ 1; t)); n = 1; 2; : : : ; N � 1;� ddtP (N; t) = r�N (P (N; t)� P (N � 1; t)) + r+NP (N; t):



40 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÏðîiíòåãðóâàâøè öi ðiâíÿííÿ íà iíòåðâàëi [0;1[ ç âðàõóâàííÿì(1.60) i òîãî, ùî P (n; 0) = 1 äëÿ âñiõ n, îäåðæèìî ñèñòåìó ðiâíÿíüäëÿ W (n): 1 = r+0 (W (0)�W (1));1 = r�n (W (n)�W (n� 1))++r+n (W (n)�W (n+ 1)); n = 1; 2; : : :; N � 1;1 = r�N (W (N)�W (N � 1)) + r+NW (N)Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îñòàííüî¨ ñèñòåìè âèçíà÷èìî W (N + 1) = 0 iââåäåìî íàáið ÷èñåëDn = W (n+ 1)�W (n); n 2 f0; 1; : : : ; Ng:ßêùî çíàéäåíî Dn, òî ÷èñëà W (n) îäåðæóþòüñÿ çà íàñòóïíèìè�îðìóëàìè: W (n) = � Xn�l�N Dl; n 2 f0; 1; : : : ; Ng: (1.64)Ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ Dn îäåðæó¹òüñÿ ç ñèñòåìè äëÿ W (n) i ìà¹íàñòóïíèé âèãëÿä:1 = �r+0 D0;1 = r�nDn�1 � r+nDn; n 2 f1; : : : ; Ng:Ïåðøå ç öèõ ðiâíÿíü äà¹ D0 = � 1r+0 ; (1.65)à îñòàííi ïåðåïèøåìî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:Dn = r�nr+n Dn�1 � 1r+n ; n 2 f1; : : : ; Ng: (1.66)Äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó ÷èñåë Dn ââåäåìî íàáið âåëè-



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 41÷èí �n, n 2 f0; 1; : : :; Ng çà òàêèìè �îðìóëàìè�0 = 1; �n = Y1�k�n r�kr+k ; n 2 f1; : : : ; N � 1g;�N = �N�1 r�Nr+N : (1.67)�îçâ'ÿçîê (1.66) äà¹òüñÿ íàñòóïíèìè �îðìóëàìè:Dn = ��n X0�k�n 1r+k �k : (1.68)Äîâåäåìî îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó-êöi¨. Äëÿ n = 0 �îðìóëà (1.68) äà¹ D0 = �1=r+0 , ùî ñïiâïàäà¹ç (1.65). Ïðèïóñòiìî (1.68) âiðíå äëÿ n = 0; 1; : : : ; l i äîâåäåìîéîãî ñïðàâåäëèâiñòü äëÿ n = l+ 1. Çãiäíî ç (1.66), (1.68),Dl+1 = r�l+1r+l+1Dl � 1r+l+1 = r�l+1r+l+1 0���l X0�k�l 1r+k �k1A � 1r+l+1 == ��l+1 X0�k�l 1r+k �k � 1r+l+1 = ��l+1 X0�k�l+1 1r+k �k ;ùî ñïiâïàäà¹ ç (1.68) ïðè n = l+ 1. Ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.Âèêîðèñòàâøè (1.64), (1.68), îäåðæèìî ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿ:W (n) = Xn�l�N �l X0�k�l 1r+k �k ; n 2 f0; 1; : : :; Ng: (1.69)Çàóâàæåííÿ. Ôîðìóëà (1.69) äà¹ ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿ, W (n),ïðè ñïåöiàëüíié íóìåðàöi¨ ñòàíiâ ñèñòåìè âiä 0 äî N . Îñêiëüêè íó-ìåðàöiþ ìîæíà âèáðàòè äîâiëüíèì ÷èíîì, òî �îðìóëó (1.69) ìî-æíà ðîçãëÿäàòè ÿê óíiâåðñàëüíó. Ç iíøîãî áîêó, â äåÿêèõ âèïàä-êàõ êîðèñíî ìàòè �îðìóëó W a(n), ÿêà äà¹ çíà÷åííÿ W äëÿ çñó-íóòî¨ íóìåðàöi¨, êîëè íàáið ñòàíiâ ìà¹ íîìåðè ç ìíîæèíè fa; a+



42 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ1; : : : ; a+Ng, äå a � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî. Äëÿ îäåðæàííÿ âèðàçóW a(n) çàóâàæèìî, ùî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà W a(n) = W (n � a),a � n � N + a; çâiäêèW a(n) = Xn�l�N+a�l�a Xa�k�l 1r+k�a�k�a ; n 2 fa; a+1; : : : ; N + ag:(1.70)Ìîæíà òàêîæ ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó çi ñòîêîì íà ëiâîìó êiíöiçàìiñòü ïðàâîãî (Ìàë.1.8). Ïîçíà÷èìî ¨¨ ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿ ïðèñòàðòi ç ñòàíó k ÷åðåç T (k). Ôiçè÷íî öÿ ñèòóàöiÿ íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ
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k − 1 kÌàë. 1.8. �ðà� ïåðåõîäiâ äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì â ñòàíi 0âiä ïîïåðåäíüî¨, îñêiëüêè ïiñëÿ ðîçâîðîòó íà � Ìàë.1.8 ñïiâïàäà¹ç Ìàë.1.7. Â òîé æå ÷àñ ÿâíi �îðìóëè áóäóòü äåùî âiäìiííèìè,îñêiëüêè ïåðåõîäè âëiâî ñòàíóòü ïåðåõîäàìè âïðàâî i íàâïàêè.Êðiì òîãî, îñòàííÿ ðiâíiñòü â (1.67) âòðà÷à¹ çìiñò, îñêiëüêè äëÿ
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k k − 1Ìàë. 1.9. �ðà� ïåðåõîäiâ äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì ó ñòàíi 0 â íîâèõïîçíà÷åííÿõíîâî¨ ñèñòåìè r+N = 0. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìîæíàâèçíà÷èòè ��1 ÿê ��1 = r+0r�0 : (1.71)Çíàéäåìî ïîòðiáíi �îðìóëè. Ç öi¹þ ìåòîþ çìiíèìî íóìåðàöiþ



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 43ñòàíiâ òàê, ùî ñòàí ç íîìåðîì k îäåðæèòü íîìåð l = N � k. Ââå-äåìî òàêîæ íîâèé íàáið øâèäêîñòåé ïåðåõîäiâ çà �îðìóëàìès�0 = r+N = 0; s+0 = r�N > 0; s�k = r�N�k > 0; k = 1; : : : ; N:(1.72)Ñèñòåìà â íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ çîáðàæåíà íà Ìàë.1.9. Îïèñ ñèñòå-ìè â íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ ñïiâïàäà¹ ç îïèñîì ñèñòåìè çi ñòîêîì íàïðàâîìó êiíöi ç íîâèìè øâèäêîñòÿìè, s+k , s�k . Îòæå, äëÿ îäåð-æàííÿ ñåðåäíüîãî ÷àñó æèòòÿ T (n) â íîâié ñèñòåìi òà â íîâèõïîçíà÷åííÿõ ìîæíà âèêîðèñòàòè �îðìóëó (1.69):T (n) = Xn�l�N �sl X0�k�l 1s+k �sk ; n 2 f1; : : : ; Ng; (íîâà íóìåðàöiÿ);(1.73)äå âåëè÷èíè �sl äàþòüñÿ íàñòóïíèìè �îðìóëàìè:�s0 = 1; �sn = Y1�k�n s�ks+k ; n 2 f1; : : : ; Ng: (1.74)Äëÿ îäåðæàííÿ ñåðåäíüîãî ÷àñó æèòòÿ â ñòàðié íóìåðàöi¨ òðåáàâ ëiâié ÷àñòèíi (1.73) ïiäñòàâèòè N � n çàìiñòü n i â îäåðæàíié�îðìóëi âèêîíàòè çàìiíó çìiííî¨ (N � n! n):T (N � n) = Xn�l�N �sl X0�k�l 1s+k �sk ; n 2 f1; : : : ; Ng;(ñòàðà íóìåðàöiÿ), çâiäêèT (n) == XN�n�l�N �sl X0�k�l 1s+k �sk = X0�N�l�n�sl X0�k�l 1s+k �sk == X0�l�n�sN�l X0�k�N�l 1s+k �sk = X0�l�n�sN�l Xl�k�N 1s+k�l�sk�l (1.75)Îñòàííié âèðàç ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç âåëè÷èíè �k, îçíà÷åíi â (1.67),(1.71), ÿêùî âðàõóâàòè íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:�sn = �N�n�1=�N�1; n 2 f0; 1; : : :; Ng:



44 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÂ ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿT (n) = X0�l�n�l�1 Xl�k�N 1r�k �k�1 ; n 2 f0; 1; : : :; Ng: (1.76)Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó, äëÿ çñóíóòî¨ íà a íóìåðàöi¨ ñòàíiâ ç(1.76) îäåðæó¹òüñÿ:T a(n) = Xa�l�n�l�a�1 Xl�k�N+a 1r�k�a�k�a�1 ; (1.77)äå n 2 fa; a+ 1; : : : ; N + ag:Ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì íà äâîõ êiíöÿõÄëÿ îäåðæàííÿ çâîðîòíîãî áàëàíñíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ñèñòåìè ãðà�ïåðåõîäiâ ÿêî¨ ëiíiéíèé, ñêëàäà¹òüñÿ çi ñòàíiâ f0; 1; : : : ; Ng, i âÿêié ìà¹ ìiñöå ñòîê íà îáîõ êiíöÿõ, ðîçãëÿíåìî îõîïëþþ÷ó ñèñòå-ìó çi ñòàíàìè f�1; 0; 1; : : :; N;N+1g. Â öié ñèñòåìi ñòàíè f0; 1; : : :;Ng ñïiâïàäàþòü çi ñòàíàìè âèõiäíî¨ ñèñòåìè, à ãðà� ïåðåõîäiâìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä: Øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ îõîïëþþ÷î¨ ñèñòåìè
w w w w-� - - - -� � �. . .0� 1 2 NÌàë. 1.10. Ñèñòåìà çi ñòîêîì íà îáîõ êiíöÿõñïiâïàäàþòü iç øâèäêîñòÿìè âèõiäíî¨ ñèñòåìè, êðiì äâîõ íîâèõ,ÿêi ðiâíi íóëþ: r+�1 = r�N+1 = 0: (1.78)



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 45Îõîïëþþ÷à ñèñòåìà � çàìêíåíà (áåç ñòîêó), äëÿ íå¨ ñïðàâåäëèâåðiâíÿííÿ òèïó (1.50):ddt0 p(k; t j n; t0) = r�n (p(k; t j n; t0) � p(k; t j n� 1; t0))++r+n (p(k; t j n; t0)� p(k; t j n+ 1; t0));k; n 2 f�1; 0; 1; : : :; N;N + 1g; r�0 6= 0; r+N 6= 0;p(k; t j �2; t0) = p(k; t j N + 2; t0) = 0: (1.79)Ç (1.78) âèïëèâà¹, ùî p(k; t j �1; t0) = 0 ïðè k � 0 i p(k; t j N +1; t0) = 0 ïðè k � N . Îñòàíí¹ äîçâîëÿ¹ îäåðæàòè ç (1.79) çàìêíåíóñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âåëè÷èí p(k; t j n; t0); k; n 2 f0; 1; : : : ; Ng, ÿêài áóäå çâîðîòíèì áàëàíñíèì ðiâíÿííÿì äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì íàîáîõ êiíöÿõ. �iâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:ddt0 p(k; t j 0; t0) = r�0 p(k; t j 0; t0)++r+0 (p(k; t j 0; t0)� p(k; t j 1; t0)); k 2 f0; 1; : : : ; Ng;ddt0 p(k; t j n; t0) = r�n (p(k; t j n; t0)� p(k; t j n � 1; t0))++r+n (p(k; t j n; t0)� p(k; t j n + 1; t0));n 2 f1; : : : ; N � 1g; k 2 f0; 1; : : : ; Ng;ddt0 p(k; t j N; t0) = r�N (p(k; t j N; t0)� p(k; t j N � 1; t0))++r+Np(k; t j N; t0); k 2 f0; 1; : : : ; Ng: (1.80)Òàê ñàìî, ÿê i äëÿ ñèñòåìè çi ñòîêîì íà îäíîìó êiíöi, ñåðåäíié÷àñ æèòòÿ ñèñòåìè ïðè ñòàðòi çi ñòàíó n, L(n), ìîæíà îäåðæàòèçà �îðìóëîþ (1.63). Ïðè öüîìó ìè ïðèïóñêà¹ìî ñïðàâåäëèâiñòüóìîâè (1.31). Ìiðêóâàííÿ çi ñ. 36, íåîáõiäíi äëÿ ñïðàâåäëèâîñòi�îðìóëè (1.63), ìîæíà ïðîâåñòè i äëÿ ñòîêó íà îáîõ êiíöÿõ. Ìèîáìåæèìîñü ëèøå çàóâàæåííÿì: ÿêùî tkP (n; t) ! 0 ïðè t ! 1äëÿ ñòîêó íà îäíîìó êiíöi, òî íàÿâíiñòü ùå îäíîãî ñòîêó ìîæåëèøå ïðèøâèäøèòè çáiæíiñòü äî íóëÿ.Ïîâòîðèâøè äîñëiâíî ìiðêóâàííÿ ñ. 39, îäåðæèìî ç (1.80) ñè-



46 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâòåìó ðiâíÿíü äëÿ âåëè÷èí L(n):1 = r�0 L(0) + r+0 (L(0) � L(1))1 = r�n (L(n) � L(n � 1)) + r+n (L(n) � L(n+ 1));0 < n < N;1 = r�N (L(N) � L(N � 1)) + r+NL(N): (1.81)Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ îñòàííüî¨ ñèñòåìè âèçíà÷èìî L(�1) = L(N +1) = 0 i ââåäåìî íàáið ÷èñåëDn = L(n+1)�L(n), n 2 f�1; 0; 1; : : :;Ng: ßêùî çíàéäåíî ÷èñëà Dn, òî L(n) çíàõîäÿòüñÿ çà �îðìóëàìèL(n) = X�1�l<nDl; n 2 f0; 1; : : :; Ng: (1.82)�iâíÿííÿ äëÿ ÷èñåë Dn îäåðæó¹ìî ç (1.81):1 = r�nDn�1 � r+nDn; n 2 f0; 1; : : :; Ng: (1.83)Ç îçíà÷åííÿ Dn âèïëèâà¹ ùå îäíå ðiâíÿííÿ:X�1�n�N Dn = 0: (1.84)Ñèñòåìó (1.83) ïåðåïèøåìî â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:D0 = � 1r+0 + r�0r+0 D�1;Dn = � 1r+n + r�nr+n Dn�1; n = 1; 2; : : :; N; (1.85)çâiäêè âèäíî, ùî ñèñòåìà (1.85) ñïiâïàäà¹ ç ñèñòåìîþ (1.65), (1.66)çà âèíÿòêîì ïåðøîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå ìà¹ çàéâèé äîäàíîê �0 =r�0r+0 D�1. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ~Dn, n 2 f0; 1; : : :; Ng, ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè(1.85) ïðè óìîâi, ùî �0 = 0. Öåé ðîçâ'ÿçîê äà¹òüñÿ �îðìóëà-ìè (1.68). �îçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1.85) ç ïðàâèëüíèì çíà÷åííÿì �0ìîæíà ïîäàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:Dn = ~Dn +�n; n = 0; 1; : : : ; N:



1.3 Äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ 47Ïiäñòàâèâøè îñòàíí¹ â (1.85) i âðàõóâàâøè, ùî ~Dn çàäîâîëüíÿ-þòü (1.65), (1.66), îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ ÷èñåë �n:�n = r�nr+n �n�1; n = 1; 2; : : : ; N;çâiäêè �n = �0�n; n = 1; 2; : : : ; N;äå �n âèçíà÷åíî â (1.67). Âèêîðèñòàâøè îñòàíí¹ i (1.68), ìà¹ìî:Dn = ��n X0�k�n 1r+k �k +�0�n; n = 0; 1; : : : ; N: (1.86)Â öèõ �îðìóëàõ íàáið iç N + 1 âåëè÷èí Dn âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåçíåâèçíà÷åíå ÷èñëî D�1 (àáî �0). Äëÿ óñóíåííÿ íåâèçíà÷åíîñòiâèêîðèñòà¹ìî ðiâíÿííÿ (1.84):D�1 + X0�n�N 0���n X0�k�n 1r+k �k + r�0r+0 D�1�n1A = 0:ùî åêâiâàëåíòíî íàñòóïíîìó:r�0r+0 D�1 X�1�n�N �n = X0�n�N �n X0�k�n 1r+k �k :Òóò âèêîðèñòàíî îçíà÷åííÿ ��1 (1.71). Ç îñòàííüîãî ìà¹ìî:�0 = P0�n�N �n P0�k�n 1r+k �kP�1�n�N �n :Ïiäñòàâèâøè îñòàíí¹ â (1.86) i äàëi â (1.82), ìà¹ìî:L(n) = = 1Q 0� X�1�l<n�l1A0� X�1�l�N �l X0�k�l 1r+k �k1A��0� X�1�l�N �l1A0� X�1�l<n�l X0�k�l 1r+k �k1A!; (1.87)



48 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâäå Q = P�1�n�N �n: �îçiá'¹ìî îáëàñòü ñóìàöi¨ â äðóãié i ÷åòâåðòiéñóìàõ â (1.87) íà äâi ìíîæèíè íàñòóïíèì ÷èíîì: f�1; 0; : : : ; Ng =f�1; 0; : : : ; n� 1g[ fn; n+1; : : :; Ng. Öå äîçâîëÿ¹ ñêîðîòèòè äåÿêiäîäàíêè. Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî:L(n) = 1Q 0� X�1�l<n�l1A0� Xn�l0�N �l0 X0�k�l0 1r+k �k1A��0� Xn�l0�N �l01A0� X�1�l<n�l X0�k�l 1r+k �k1A!:Ïåðåïîçíà÷èâøè â äðóãîìó äîäàíêó îñòàííüî¨ �îðìóëè l ! l0 il0 ! l i âèêîíàâøè ñêîðî÷åííÿ, ìà¹ìî äëÿ ñåðåäíüîãî ÷àñó æèòòÿ�îðìóëó: L(n) = 1Q X�1�l<nn�l0�N �l�l0 Xl<k�l0 1r+k �k : (1.88)1.4 Êîíêðåòíi ñèñòåìè1.4.1 Õiìi÷íi ðåàêöi¨�åàêöiÿ çâ'ÿçóâàííÿ-çâiëüíåííÿ ðåöåïòîðiâ�îçãëÿíåìî íàñòóïíó õiìi÷íó ðåàêöiþ:Z + R k+
⇋k� ZR: (1.89)Òóò R ïîçíà÷à¹ ðåöåïòîðíó ìîëåêóëó, Z ïîçíà÷à¹ ìîëåêóëó çà-ïàõó. Ìîëåêóë çàïàõó ¹ íåîáìåæåíà êiëüêiñòü, ¨õ êîíöåíòðàöiÿ,[Z℄, ïiäòðèìó¹òüñÿ ñòàëîþ íàâêîëî ðåöåïòîðíèõ ìîëåêóë. ZR ïî-çíà÷à¹ êîìïëåêñ, â ÿêîìó îäíà ìîëåêóëà çàïàõó çâ'ÿçàíà ç îäíîþ



1.4 Êîíêðåòíi ñèñòåìè 49ðåöåïòîðíîþ ìîëåêóëîþ. Çâ'ÿçóâàííÿ ç ðåöåïòîðíèìè ìîëåêóëà-ìè ñëàáêå, îòæå, � ïiä äi¹þ òåïëîâèõ õàîòè÷íèõ çiòêíåíü ìîæåâiäáóòèñü çâiëüíåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ðåöåïòîðíà ìîëåêóëàïîñòiéíî çìiíþ¹ âèïàäêîâèì ÷èíîì ñâié ñòàí âiä âiëüíîãî äî çâ'ÿ-çàíîãî i íàâïàêè. Ïîâíå ÷èñëî (êîíöåíòðàöiÿ) âiëüíèõ i çâ'ÿçàíèõðåöåïòîðiâ ââàæà¹òüñÿ ñòàëèì. Çìiíà â ÷àñi êîíöåíòðàöi¨ çâ'ÿçà-íèõ ðåöåïòîðiâ âiäáóâà¹òüñÿ çà åìïiðè÷íèì çàêîíîì äiþ÷èõ ìàñ:ddt [ZR℄ = k+[Z℄[R℄� k�[ZR℄; (1.90)äå êîíñòàíòè øâèäêîñòåé ðåàêöié k+, k� çíàõîäÿòüñÿ åêñïåðè-ìåíòàëüíî.�åàêöiÿ êîí�îðìàöiéíîãî ïåðåõîäóÍåõàé äåÿêà ìîëåêóëà C ìîæå çíàõîäèòèñü ó äâîõ ðiçíèõ êîí-�îðìàöiéíèõ ñòàíàõ, C# i C�, ïåðåõîäè ìiæ ÿêèìè çäiéñíþþòüñÿâèïàäêîâî ïðè äi¨ òåïëîâèõ çiòêíåíü. Âiäïîâiäíà õiìi÷íà ðåàêöiÿñõåìàòè÷íî çîáðàæà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:C# �2
⇋�1 C�: (1.91)Ïîâíà êîíöåíòðàöiÿ [C℄ = [C�℄+[C#℄ ïiäòðèìó¹òüñÿ ñòàëîþ. Äëÿöi¹¨ ðåàêöi¨ êiíåòè÷íå ðiâíÿííÿ, àíàëîãi÷íå (1.90), ìà¹ íàñòóïíèéâèãëÿä: ddt [C�℄ = �2[C#℄� �1[C�℄; (1.92)äå êîíñòàíòè øâèäêîñòåé ðåàêöié �1, �2 çíàõîäÿòüñÿ åêñïåðèìåí-òàëüíî. Ïîðiâíþþ÷è ñèñòåìè (1.89), (1.90) i (1.91), (1.92) ìîæíàïîáà÷èòè, ùî âîíè åêâiâàëåíòíi, ÿêùî ñïiâñòàâèòè C� çâ'ÿçàíîìóðåöåïòîðó, à C# � âiëüíîìó i ïîêëàñòè:�1 = k�; �2 = k+[Z℄: (1.93)Îòæå, äîñëiäèâøè âëàñòèâîñòi îäíi¹¨ ç íèõ, ìè îäåðæèìî âèñíîâ-êè i âiäíîñíî äðóãî¨.



50 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ1.4.2 Ïîîäèíîêèé ðåöåïòîðÓ ðîçãëÿíóòèõ âèùå õiìi÷íèõ ñèñòåìàõ ââàæà¹òüñÿ, ùî ïðîöå-ñè íà îêðåìîìó ðåöåïòîði R àáî â îêðåìié ìîëóêóëi C âiäáó-âàþòüñÿ íåçàëåæíî âiä iíøèõ ðåöåïòîðiâ, àáî ìîëåêóë. Îòæå, âöüîìó âèïàäêó äîöiëüíî ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ çîäíîãî ðåöåïòîðà. �ðà� ïåðåõîäiâ äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè çîáðàæåíîíà Ìàë.1.11. Öÿ ñèñòåìà ìà¹ âñüîãî ÷îòèðè ïåðåõiäíèõ iìîâiðíî-
r−1

r+
0w w-�

0 1Ìàë. 1.11. �ðà� ïåðåõîäiâ äëÿ îêðåìîãî ðåöåïòîðàñòi: p(0; t j 0; 0), p(1; t j 0; 0), p(0; t j 1; 0), p(1; t j 1; 0). Áàëàíñíåðiâíÿííÿ äëÿ ïåðøèõ äâîõ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:ddt p(0; t j 0; 0) = �r+0 p(0; t j 0; 0) + r�1 p(1; t j 0; 0);ddt p(1; t j 0; 0) = �r�1 p(1; t j 0; 0) + r+0 p(0; t j 0; 0): (1.94)Íèæ÷å áóäå âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê øâèäêîñòåé r+i , r�i ç ââåäåíèìèâèùå êîíñòàíòàìè øâèäêîñòåé õiìi÷íèõ ðåàêöié. Óìîâè íîðìóâà-ííÿ (1.11) äîçâîëÿþòü îäåðæàòè ç (1.94) çàìêíåíå ðiâíÿííÿ äëÿêîæíî¨ ç äâîõ ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé. Â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçîê(1.94) ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:p(0; t j 0; 0) = e�
t + r�1
 �1� e�
t� ;p(1; t j 0; 0) = r+0
 �1� e�
t� ; p(0; t j 1; 0) = r�1
 �1� e�
t� ;p(1; t j 1; 0) = e�
t + r+0
 �1� e�
t� ; äå 
 = r+0 + r�1 : (1.95)



1.4 Êîíêðåòíi ñèñòåìè 51Ç öèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèäíî, ùî ïðè t!1 ïî÷àòêîâèé ñòàí ðåöåïòîðà�çàáóâà¹òüñÿ� i éìîâiðíiñòü çíàéòè éîãî çâ'ÿçàíèì àáî âiëüíèì íåçàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâîãî ñòàíó, �limt!1p(0; t j n; 0) = r�1
 ; limt!1p(1; t j n; 0) = r+0
 ; n = 0; 1; (1.96)à âèçíà÷à¹òüñÿ âèêëþ÷íî øâèäêîñòÿìè ïåðåõîäiâ. Ïðè òàêié ñè-òóàöi¨ êàæóòü, ùî ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâ-íîâàãè, îñêiëüêè øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ ñòâîðþþòüñÿ õàîòè÷íèìòåïëîâèì ðóõîì.Ôîðìóëè (1.69), (1.76) äîçâîëÿþòü çíàéòè ñåðåäíié ÷àñ T0 i T1ïåðåáóâàííÿ ðåöåïòîðà â âiëüíîìó i çâ'ÿçàíîìó ñòàíàõ âiäïîâiäíî.Àëå äëÿ ïîîäèíîêîãî ðåöåïòîðà ìîæíà çíàéòè áiëüøå, à ñàìåñòàòèñòèêó äîâæèí ïåðiîäiâ T0 i T1 íåïåðåðâíîãî ïåðåáóâàííÿ âñòàíàõ 0 i 1.Íåõàé ó ìîìåíò 0 ðåöåïòîð âiëüíèé. Çíàéäåìî éìîâiðíiñòü òî-ãî, ùî ïåðøèé ïåðåõiä â çâ'ÿçàíèé ñòàí âiäáóäåòüñÿ íà ïðîìiæêó[t; t+ dt℄. �îçiá'¹ìî äëÿ öüîãî iíòåðâàë [0; t℄ íà n ðiâíèõ âiäðiçêiâ.Äëÿ òîãî, ùîá ñòàí 0 çáåðiãàâñÿ ïðîòÿãîì ÷àñó t íåîáõiäíî, ùîáïåðåõiä íå âiäáóâñÿ íà êîæíîìó ç n âiäðiçêiâ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿìøâèäêîñòåé ïåðåõîäiâ, iìîâiðíiñòü çáåðåæåííÿ ñòàíó 0 íà îäíîìóâiäðiçêó äà¹òüñÿ âèðàçîì1� r+0 tn + o(t=n);à éìîâiðíiñòü �0(t) òîãî, ùî ïåðåõiä íå âiäáóäåòüñÿ íà âñüîìóiíòåðâàëi [0; t℄, � âèðàçîì�0(t) = �1� r+0 tn + o(t=n)�n :Âèêîíàâøè â îñòàííüîìó âèðàçi ãðàíè÷íèé ïåðåõiä n!1, îäåð-æèìî: �0(t) = e�r+0 t:



52 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÉìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðåõiä âiäáóäåòüñÿ íà ïðîìiæêó [t; t+ dt℄äà¹òüñÿ âèðàçîì r+0 dt. Ïåðåìíîæèâøè îñòàííi äâà âèðàçè, îäåð-æèìî øóêàíèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòi:
Pft � T0 � t+ dtg = e�r+0 tr+0 dt: (1.97)Àíàëîãi÷íî äëÿ éìîâiðíîñòi iíòåðâàëó T1 ïåðåáóâàííÿ â çâ'ÿçà-íîìó ñòàíi îäåðæèìî:
Pft � T1 � t+ dtg = e�r�1 tr�1 dt: (1.98)Ôîðìóëè (1.97), (1.98) ìàþòü åêñïîíåíòíó çàëåæíiñòü âiä t, õàðà-êòåðíó äëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó (äèâ. (2.10)).Ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â âiëüíîìó, T0, òà çâ'ÿçàíîìó, T1, ñòà-íàõ îäåðæó¹òüñÿ ç (1.97), (1.98):T0 = 1Z0 te�r+0 tr+0 dt = 1r+0 ; T1 = 1=r�1 :Äëÿ çiñòàâëåííÿ øâèäêîñòåé ïåðåõîäiâ r�i ç �içè÷íèìè êîíñòàí-òàìè, êîòði �iãóðóþòü â (1.89)-(1.92), çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê (1.90)ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi [ZR℄(0) = 0. Âðàõîâóþ÷è, ùî ñóìàðíà êîí-öåíòðàöiÿ âiëüíèõ i çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâ ¹ ñòàëîþ, �[R℄ + [ZR℄ = 
;îäåðæèìî ç (1.90) çàìêíåíå ðiâíÿííÿ äëÿ [ZR℄:ddt [ZR℄ = �(k+ [Z℄ + k�)[ZR℄ + k+[Z℄
:Éîãî ðîçâ'ÿçîê ïðè íóëüîâié ïî÷àòêîâié óìîâi ìà¹ âèãëÿä:[ZR℄(t) = 
 k+[Z℄k+[Z℄ + k� �1� e�(k+ [Z℄+k�)t� : (1.99)Ïîðiâíþþ÷è îñòàííié âèðàç ç (1.95) i âðàõóâàâøè, ùî ïðè âèáðà-íié ïî÷àòêîâié óìîâi [ZR℄(t) = 
 p(1; t j 0; 0), îäåðæèìî:r+0 = k+[Z℄; r�1 = k�: (1.100)



1.4 Êîíêðåòíi ñèñòåìè 531.4.3 Ôëóêòóàöi¨ â ñèñòåìi N ðåöåïòîðiâÏåðåõiäíi éìîâiðíîñòi äëÿ ñèñòåìè N ðåöåïòîðiâÍåõàé ñèñòåìà ìiñòèòü N ðåöåïòîðiâ, êîòði ïåðåáóâàþòü ïiä äi-¹þ çàïàõó Z â êîíöåíòðàöi¨ [Z℄. ßêùî ÷èñëî N äóæå âåëèêå,� 1023 (÷èñëî ìîëåêóë â 1 ñì3 ïîâiòðÿ), òî êiíåòèêà òàêî¨ ñèñòåìèçâè÷àéíî îïèñó¹òüñÿ â òåðìiíàõ êîíöåíòðàöi¨ çãiäíî ç ðiâíÿííÿì(1.90). Ïðè öüîìó [ZR℄ = nV , [R℄ = N�nV , äå n ïîçíà÷à¹ ÷èñëîçàéíÿòèõ ðåöåïòîðiâ. Çîêðåìà, â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâà-ãè (1.99) äà¹: [ZR℄ = nV = NV k+[Z℄k+[Z℄ + k� : (1.101)Çâiäñè îäåðæó¹ìî éìîâiðíiñòü p, òîãî, ùî äîâiëüíèé ðåöåïòîðçâ'ÿçàíèé â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñóp = nN = 11 + [Z℄1=2[Z℄ ; (1.102)äå [Z℄1=2 = k�=k+ � êîíöåíòðàöiÿ çàïàõó, ïðè ÿêié ó ñåðåäíüîìóïîëîâèíó ðåöåïòîðiâ çâ'ÿçàíî â ñòàíi ðiâíîâàãè, ùî óçãîäæó¹òüñÿç (1.96) ïðè âðàõóâàííi (1.100). Ôîðìóëè (1.99), (1.101) äàþòü óñå-ðåäíåíó ïî äåÿêîìó ìàëîìó, àëå áiëüøîìó íiæ 
�1 ÷àñó õàðàêòå-ðèñòèêó ñèñòåìè, ÿêà ìà¹ �îðìó äåòåðìiíiñòè÷íîãî ïðîãíîçó. Âòîé æå ÷àñ, îñêiëüêè êîíöåíòðàöiÿ çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâ ñòâîðþ-¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi âèïàäêîâî¨ àññîöiàöi¨-äèññîöiàöi¨ çãiäíî ç ñõå-ìîþ (1.89), òî iñòèííà ìèòò¹âà êîíöåíòðàöiÿ ìîæå ç ïåâíîþ éìî-âiðíiñòþ áóòè áóäü-ÿêîþ âiä 0 äî NV , âiäïîâiäíî ÷èñëî çâ'ÿçàíèõðåöåïòîðiâ � âiä 0 äî N . Âèïàäêîâi âiäõèëåííÿ ÷èñëà çâ'ÿçàíèõðåöåïòîðiâ âiä ñåðåäíüîãî â ñòàíi òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâíîâàãè íà-çèâàþòüñÿ �ëóêòóàöiÿìè. Â �îðìóëàõ (1.99), (1.101) �ëóêòóàöi-ÿìè çíåõòóâàíî, àëå â äåÿêèõ âèïàäêàõ âîíè ìîæóòü âiäiãðàâàòèiñòîòíþ ðîëü. Öå ìîæëèâî, çîêðåìà, êîëè N íåäîñòàòíüî âåëèêå,àáî êîëè ñïîñòåðåæåííÿ çà ñèñòåìîþ îðãàíiçîâàíî òàê, ùî âïëèâ�ëóêòóàöié ìîæå ïðîÿâèòèñü, íåçâàæàþ÷è íà âåëèêèé ðîçìið ñè-



54 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâñòåìè10 ;11. Â öèõ âèïàäêàõ ñëiä ðîçãëÿäàòè äèíàìiêó ìèòò¹âîãîçíà÷åííÿ ÷èñëà çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâ n àáî ¨õ êîíöåíòðàöi¨, ùîïðèâîäèòü äî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó ç ëiíiéíèì ãðà�îì ïåðåõî-äiâ, îïèñàíîãî ðiâíÿííÿìè (1.16) àáî (1.50). Ïðè öüîìó ñòàí, âÿêîìó çâ'ÿçàíî n ðåöåïòîðiâ, ìà¹ íîìåð n, à øâèäêîñòi ïåðåõîäiâäàþòüñÿ íàñòóïíèìè âèðàçàìè:r+n = k+[Z℄(N � n); r�n = k�n; n 2 f0; 1; : : : ; Ng: (1.103)Áàëàíñíå ðiâíÿííÿ äëÿ ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé ìà¹ â ïîçíà÷åí-íÿõ (1.93) íàñòóïíèé âèãëÿä:dp(n; t j n0; 0)dt = �(�1n+ �2(N � n))p(n; t j n0; 0)++ �1(n+ 1)p(n+ 1; t j n0; 0)++ �2(N � n+ 1)p(n � 1; t j n0; 0); 0 � n � N; (1.104)äå N � ïîâíà êiëüêiñòü âiëüíèõ i çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâ àáî ÷èñëîìîëåêóë ñîðòó C. Çàìiñòü ñèñòåìè (1.104) ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿäëÿ òâiðíî¨ �óíêöi¨ G(s; t) =Pn�0 snp(n; t j n0; 0) :�G(s; t)�t = (�1 + (�2 � �1)s� �2s2)�G(s; t)�s + �2N(s� 1)G(s; t)(1.105)ç ïî÷àòêîâèìè i ãðàíè÷íèìè óìîâàìèG(s; 0) = sn0 ; G(1; t) = 1: (1.106)ßêùî âiäîìî ÿâíèé âèãëÿä òâiðíî¨ �óíêöi¨, òî ïåðåõiäíi éìîâið-íîñòi îá÷èñëþþòüñÿ øëÿõîì äè�åðåíöiþâàííÿ:p(n; t j n0; 0) = 1n! �nG(s; t)�sn ?????s=0: (1.107)10Çîêðåìà, äëÿ êâàðöåâèõ ðåçîíàòîðiâ ìàëîãî ðîçìiðó ñïîñòåðiãàþòüñÿ�ëóêòóàöi¨ ¨õ âëàñíî¨ ÷àñòîòè [6℄, ÿêi âèíèêàþòü çàâäÿêè âèïàäêîâiéàäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ ìîëåêóë ãàçó íà ïîâåðõíi ðåçîíàòîðà. Âiäïîâiäíèé ÷à-ñòîòíèé i �àçîâèé øóì íàçèâà¹òüñÿ øóìîì àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨.11Íàïðèêëàä, ãîëóáèé êîëið íåáà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çàâäÿêè �ëóêòóàöiÿì ãó-ñòèíè ïîâiòðÿ, õî÷à îá'¹ì àòìîñ�åðè íàäçâè÷àéíî âåëèêèé.



1.4 Êîíêðåòíi ñèñòåìè 55Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:f1(s) = �2s2 � (�2 � �1)s� �1; f2(s) = �2N(s� 1):Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ ðiâíÿííÿ (1.105) íàáóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:�G(s; t)�t = �f1(s)�G(s; t)�s + f2(s)G(s; t): (1.108)Çðîáèìî íàñòóïíó çàìiíó çìiííèõ â (1.108):G(s; t) = exp(h(s))g(s; t);äå �óíêöiÿ h(s) çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè:h0(s) = f2(s)f1(s) ;àáîh(s) = �2N Z (s� 1)ds�2s2 � (�2 � �1)s � �1 +C == �2N  � 1�2 + �1 ln ����� s� 1s+ �1�2 �����!+ �2N � 12�2 ln j �2s2 � (�2 � �1)s � �1 j�++ �2N  �2 � �12�2(�2 + �1) ln ����� s� 1s+ �1�2 �����!+ C == N2  ln j f1(s) j � ln ����� s� 1s+ �1�2 �����!+ C = N ln�s+ �1�2�+C:Ïîêëàâøè â îñòàííié ðiâíîñòi C = 0, îäåðæèìîG(s; t) = �s+ �1�2�N g(s; t); (1.109)ç ïî÷àòêîâèìè i ãðàíè÷íèìè óìîâàìè äëÿ �óíêöi¨ g(s; t)g(s; 0) = sn0 �s+ �1�2��N ; (1.110)



56 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâg(1; t) = �1 + �1�2��N : (1.111)Ïiäñòàâèâøè (1.109) â (1.105), îäåðæèìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ äëÿg(s; t): �g(s; t)�t = �f1(s)�g(s; t)�s (1.112)Íåõàé g(s; t) = �(z(s); t); äå z(s) âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè: f1(s)z0(s) =1; îòæå, z(s) = 1�1 + �2 ln s� 1s+ �1�2 :Ïiäñòàâèâøè îñòàíí¹ â (1.112), îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ �óíêöi¨�(z; t): ��(z; t)�t = ���(z; t)�z ;çâiäêè �(z; t) = F (z � t); äå F (�) � äîâiëüíà �óíêöiÿ. Âèáåðåìî¨¨ â �îðìi f Æ exp Æ
; äå f(�) òàêîæ äîâiëüíà. Îòæå,g(s; t) = f  e�
t s� 1s+ �1�2 ! : (1.113)Ïî÷àòêîâi i ãðàíè÷íi óìîâè (1.110), (1.111) äëÿ g(s; t) äàþòü:g(1; t) = f(0) = �1 + �1�2��N ;g(s; 0) = f  s� 1s+ �1�2 ! = sn0 �s+ �1�2��N :Äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó f(x) ïîçíà÷èìî12:'(s) = s� 1s+ �1�2 , '�1(x) = 1 + x�1�21� x :Îòæå, f('(s)) = sn0 �s+ �1�2��N ,12'�1(x) ïîçíà÷à¹ �óíêöiþ, îáåðíåíó äî �óíêöi¨ '(s).



1.4 Êîíêðåòíi ñèñòåìè 57, f(x) = f('('�1(x))) = �1 + x�1�21� x �n0 ��1 + �1�21� x ��N :Äëÿ îäåðæàííÿ g(s; t) ñëiä, çãiäíî ç (1.113), ïiäñòàâèòè â îñòàííiéâèðàç e�
t � s�1s+ �1�2 � çàìiñòü x:g(s; t) =  1 + �1�2 e�
t s�1s+q1� e�
t s�1s+q !n0 � 1 + q1� e�
t s�1s+q !�N ;äå q = �1=�2. Ïðÿìîþ ïåðåâiðêîþ ïåðåñâiä÷ó¹ìîñü, ùî çíàéäåíèéäëÿ g(s; t) âèðàç çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1.110), (1.111). Âèêîðèñòàâ-øè (1.109), ìà¹ìî:G(s; t) = 0�1 + qe�
t (s�1)(s+q)1� e�
t (s�1)(s+q) 1An0 �s+ q � e�
t(s� 1)1 + q �N : (1.114)Ç (1.114) ìîæíà çà äîïîìîãîþ (1.107) îäåðæàòè ÿâíi âèðàçè äëÿïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé, íàïðèêëàä:p(1; t j 0; 0) = N�2
N ��1 + �2e�
 t�N�1 �1� e�
 t� ; (1.115)p(2; t j 0; 0) = N(N � 1)�222
N ��1 + �2e�
t�N�2 �1� e�
t�2 ; (1.116)ÿêi äàþòü ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ 1.104.Ñòàöiîíàðíà òâiðíà �óíêöiÿ G(s) = limt!1G(s; t) ìà¹ âèãëÿä:G(s) = ((s + q)=(1 + q))N :Çàñòîñóâàâøè îñòàííié âèðàç â (1.107) i âðàõóâàâøè, ùî, çãiäíîç (1.93), (1.102) 1=(1 + q) = p, q=(1 + q) = 1� p, îäåðæó¹ìîp(n;1 j n0; 0) = CnNpn(1� p)N�n:Îòæå, ïiñëÿ âñòàíîâëåííÿ ðiâíîâàãè ÷èñëî çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâðîçïîäiëåíî çà áiíîìiàëüíèì çàêîíîì, ùî ìîæíà áóëî î÷iêóâàòè,âèõîäÿ÷è ç �àêòó íåçàëåæíîñòi äèíàìiêè îêðåìèõ ðåöåïòîðiâ.



58 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÑåðåäíié ÷àñ äîñÿãíåíÿ ïîðîãóÂ äåÿêèõ âèïàäêàõ, çîêðåìà, äëÿ îöiíêè ñåëåêòèâíîñòi íåéðî-ñåíñîðà (äèâ. ï.1.5.1), ïîòðiáíî çíàòè, ÿê ÷àñòî ÷èñëî çâ'ÿçàíèõðåöåïòîðiâ äîñÿãà¹ ïåâíîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ, N0, äå N0 2f1; : : : ; Ng. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W (n) ñåðåäíié ÷àñ î÷iêóâàííÿ ìî-ìåíòó t, êîëè ÷èñëî çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâ n(t) = N0, ÿêùî â ìî-ìåíò 0 ¨õ áóëî n < N0. W (n) ìîæíà îá÷èñëèòè çà �îðìóëîþ(1.69), êîëè ïiäñòàâèòè â (1.67), (1.69) ñïiââiäíîøåííÿ (1.103),ïðè÷îìó N â �îðìóëàõ (1.67), (1.69) ñëiä çàìiíèòè íà N0 � 1.Ïiäñòàâèâøè (1.103) â (1.67), îäåðæó¹ìî:�n = Y1�l�n k�lk+[Z℄(N � l) = � k�k+[Z℄�n 1CnN�1 ;àáî, âðàõóâàâøè (1.102),�n = �1� pp �n 1CnN�1 ; n 2 f0; 1; : : : ; N � 1g: (1.117)Ôîðìóëà (1.69) ç óðàõóâàííÿì îñòàííüîãî äà¹ äëÿ ñåðåäíüîãî ÷à-ñó ïåðåáóâàííÿ ïiä ïîðîãîì:W (n) = Xn�l�N0�1�1� pp �l 1ClN�1 X0�k�l� p1� p�k CkN�1k+[Z℄(N � k) == 1k� Xn�l�N0�1�1� pp �l+1 1ClN�1 X0�k�l� p1� p�k CkN�1(N � k) :Òóò âðàõîâàíî, ùî k+[Z℄ = k�p=(1�p). Âðàõóâàâøè â îñòàííüîìóâèðàçi ñïiââiäíîøåííÿCkN�1=(N � k) = CkN=N; NClN�1 = (l+ 1)Cl+1N ; (1.118)îäåðæó¹ìî:W (n) = 1k� Xn�l�N0�1�1� pp �l+1 1Cl+1N (l+ 1) X0�k�lCkN � p1� p�k ;



1.4 Êîíêðåòíi ñèñòåìè 59àáî W (n) = 1k� Xn+1�l�N0 1lB(N; l; p) X0�k�l�1B(N; k; p); (1.119)äå n 2 f0; : : : ; N0 � 1g iB(N; k; p) = CkNpk(1� p)N�k : (1.120)�îçãëÿíåìî òåïåð ñèòóàöiþ, êîëè ïî÷àòêîâå ÷èñëî çâ'ÿçàíèõðåöåïòîðiâ n � N0. Íàñ öiêàâèòü ñåðåäíié ÷àñ, T (n), î÷iêóâàí-íÿ ìîìåíòó, êîëè n(t) = N0 � 1. Äëÿ çíàõîäæåííÿ T (n) ìîæíàçàñòîñóâàòè �îðìóëó (1.76). Äëÿ öüîãî ñëiä ðîçãëÿíóòè ñèñòåìóçi ñòîêîì íà ëiâîìó êiíöi, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç N � N0 + 1 ñòàíiâfN0; N0 + 1; : : : ; Ng âèõiäíî¨ ñèñòåìè çi øâèäêîñòÿìè ïåðåõîäiââèõiäíî¨ ñèñòåìè. ßêùî çàíóìåðóâàòè öi ñòàíè âiä 0 äî N � N0,òî îäåðæèìî ñèñòåìó çi ñòàíàìè f0; 1; : : : ; N � N0g i íàáîðîì ïå-ðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåér�N0 ; r�N0+1; : : : ; r�N�1; r�N :Àíàëîãîì âåëè÷èí �n, îçíà÷åíèõ â (1.67), (1.71) òóò áóäóòü Ln:L�1 = r+N0r�N0 ; L0 = 1; Ln = Y1�k�n r�k+N0r+k+N0 ; n = 1; : : : ; N �N0;ÿêi ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç �n íàñòóïíèì ÷èíîìLn = �N0+n�N0 ; n = �1; 0; 1; : : :; N �N0: (1.121)ßêùî ñèñòåìà ñòàðòó¹ çi ñòàíó n+N0, äå n 2 f0; : : : ; N �N0g, òî�îðìóëà (1.76) äà¹T (n +N0) = X0�l�nLl�1 Xl�k�N�N0 1r�k+N0Lk�1 ;



60 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâäå n 2 f0; 1; : : :; N � N0g. Ïiäñòàâèìî ñþäè (1.121):T (n +N0) = X0�l�n�N0+l�1 Xl�k�N�N0 1r�k+N0�N0+k�1 ;àáîT (n+ N0) = XN0�l�N0+n�l�1 Xl�k�N 1r�k �k�1 ; n 2 f0; : : : ; N � N0g:Ïîâåðòàþ÷èñü òóò äî ñòàðî¨ íóìåðàöi¨, ìà¹ìî:T (n) = XN0�l�n�l�1 Xl�k�N 1r�k �k�1 ; n 2 fN0; : : : ; Ng: (1.122)Öiêàâî, ùî öåé âèðàç ìàéæå ñïiâïàäà¹ çà �îðìîþ ç (1.76). Ïiä-ñòàâèìî (1.117) â (1.122):T (n) = XN0�l�n�1� pp �l�1 1Cl�1N�1 Xl�m�N 1mk� � p1� p�m�1 Cm�1N�1 :Âèêîðèñòà¹ìî òóò äâi÷i äðóãå ç ñïiââiäíîøåíü (1.118):T (n) = 1k� XN0�l�n�1� pp �l 1lClN Xl�m�N CmN � p1� p�m :Îñòàòî÷íî îäåðæó¹ìî íàñòóïíó �îðìóëó äëÿ ñåðåäíüîãî ÷àñó ïå-ðåáóâàííÿ íàä ïîðîãîìT (n) = 1k� XN0�l�n 1lB(N; l; p) Xl�m�N B(N;m; p); (1.123)äå n 2 fN0; : : : ; Ng i B(N;m; p) îçíà÷åíî â (1.120).



1.5 Çàñòîñóâàííÿ 611.5 Çàñòîñóâàííÿ1.5.1 Ñåëåêòèâíiñòü õåìîðåöåïòîðíîãî íåéðîíàÊîíñòðóêöiÿ õåìîðåöåïòîðíîãî íåéðîíàÕåìîðåöåïòîðíi íåéðîíè ¹ ïåðâèííèìè êëiòèíàìè, êîòði ñïðè-éìàþòü çàïàõ àáî ñìàê. Âîíè çäiéñíþþòü ïåðåòâîðåííÿ õiìi÷íèõñèãíàëiâ, êîòði íàäõîäÿòü ç çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà, â åëåêòðè-÷íi ñèãíàëè íåðâîâèõ iìïóëüñiâ, ïðèäàòíi äî ïîäàëüøîãî àíàëiçóâ âèùèõ âiääiëàõ íåðâîâî¨ ñèñòåìè. Ïåðåòâîðåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿíàñòóïíèì ÷èíîì. ×àñòèíà íåéðîíà, åêñïîíîâàíà â çîâíiøí¹ ñå-ðåäîâèùå, ìà¹ íà ñâî¨é ïîâåðõíi çíà÷íó êiëüêiñòü ðåöåïòîðíèõìîëåêóë (áiëêiâ)13. Ìîëåêóëè çàïàõó âñòóïàþòü ó âçà¹ìîäiþ çðåöåïòîðíèìè ìîëåêóëàìè, êîòðà ïîëÿãà¹ â àñîöiàöi¨-äèññîöiàöi¨(çâ'ÿçóâàííi-çâiëüíåííi) çàïàõó i ðåöåïòîðíèõ ìîëåêóë. Êîëè ÷è-ñëî çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðíèõ ìîëåêóë ïåðåâèùó¹ ïåâíå ïîðîãîâå ÷è-ñëî, íåéðîí ãåíåðó¹ íåðâîâèé iìïóëüñ (ñòðiëÿ¹, àáî ãåíåðó¹ ñïàéê)(Ìàë.1.12). Ïîðîãîâèé õàðàêòåð âiäãóêó íåéðîíà íà çîâíiøíiéñòèìóë çàáåçïå÷ó¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè éîãî çáóäëèâî¨ ìåìáðàíè[7℄. Ñåíñîð òàêîãî òèïó ìîæíà íàçâàòè íåéðîñåíñîðîì.
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���Ìàë. 1.12. Ñïðîùåíà êîíñòðóêöiÿ õåìîðåöåïòîðíîãî íåéðîíà13�içíi íåéðîíè ìîæóòü áóòè çàñåëåíi ðiçíèìè áiëêàìè, àëå â ìåæàõ îêðå-ìîãî íåéðîíà âñi ðåöåïòîðíi ìîëåêóëè îäíàêîâi.



62 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÏîñòàíîâêà çàäà÷i ïðî ñåëåêòèâíiñòüÎêðåìèé ðåöåïòîðíèé áiëîê â îòî÷åííi ìîëåêóë çàïàõó ìîæå áó-òè çâ'ÿçàíèì ç ïåâíîþ éìîâiðíiñòþ, îá÷èñëåíîþ â (1.102). Ç �îð-ìóëè (1.102) âèäíî, ùî êîëè äâà ðiçíèõ çàïàõè, Z1 i Z2, äiþòüíà áiëîê ïî ÷åðçi â ðiâíèõ êîíöåíòðàöiÿõ, òî éìîâiðíîñòi òîãî,ùî áiëîê çâ'ÿçàíî, â ïåðøîìó i äðóãîìó âèïàäêàõ ìîæóòü âiä-ðiçíÿòèñü. Âiäìiííiñòü iìîâiðíîñòåé âèíèêíå òîäi, êîëè âíàñëi-äîê íåðiâíèõ êîíñòàíò øâèäêîñòåé ðåàêöié, k�, k+, äëÿ ïåðøîãîi äðóãîãî çàïàõiâ êîíöåíòðàöi¨ ïîëîâèííîãî çàïîâíåííÿ âèÿâëÿ-òüñÿ íåðiâíèìè: [Z1℄1=2 6= [Z2℄1=2. Â öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùîðåöåïòîðíèé áiëîê ðîçðiçíÿ¹ çàïàõè Z1 i Z2, àáî ìà¹ ñåëåêòèâ-íiñòü ïî âiäíîøåííþ äî öèõ çàïàõiâ (Ìàë.1.13). Íåðiâíiñòü iìî-
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p1 p2Ìàë. 1.13. Äî îçíà÷åííÿ ñåëåêòèâíîñòi ðåöåïòîðíîãî áiëêà. p1, p2 �éìîâiðíiñòü çâ'ÿçóâàííÿ ïðè ïðåä'ÿâëåííi çàïàõiâ Z1, Z2 â ðiâíié êîí-öåíòðàöi¨âiðíîñòåé çíàéòè áiëîê çâ'ÿçàíèì áóäå òàêîæ i òîäi, êîëè îäèí çà-ïàõ ïîñëiäîâíî âæèâàþòü ó äâîõ ðiçíèõ êîíöåíòðàöiÿõ. Ó öüîìóâèïàäêó êàæóòü ïðî äè�åðåíöiéíó ÷óòëèâiñòü. Îñêiëüêè áiëîêìîæå ðåàãóâàòè íà çìiíó ñòèìóëó âèêëþ÷íî çìiíîþ éìîâiðíîñòiáóòè çâ'ÿçàíèì, òî âèïàäêè ðiçíèõ çàïàõiâ ó ðiâíié êîíöåíòðàöi¨i îäíîãî çàïàõó, ïðåäñòàâëåíîãî â ðiçíèõ êîíöåíòðàöiÿõ, íå âiäði-çíÿþòüñÿ íà ðiâíi îêðåìîãî áiëêà (i îêðåìîãî íåéðîíà). Âiäìií-



1.5 Çàñòîñóâàííÿ 63íiñòü õiìi÷íîãî ñêëàäó ñòèìóëó âiäíîñíî íåçàëåæíî âiä éîãî êîí-öåíòðàöi¨ âñòàíîâëþ¹òüñÿ íà âèùèõ äiëÿíêàõ ñåíñîðíîãî òðàêòóÿê ðåçóëüòàò iíòåãðàöi¨ ñèãíàëiâ âiä áàãàòüîõ ðåöåïòîðíèõ íåé-ðîíiâ, çàñåëåíèõ ðiçíèìè áiëêàìè. Â äàíîìó ðîçäiëi, êàæó÷è ïðîñåëåêòèâíiñòü áiëêà i íåéðîíà, ìè ïðèòðèìó¹ìîñü ïàðàäèãìè äâîõçàïàõiâ îäíàêîâî¨ êîíöåíòðàöi¨ (Ìàë.1.13). ßêùî éìîâiðíiñòü áó-òè çâ'ÿçàíèì äëÿ ïåðøîãî i äðóãîãî çàïàõó ïîçíà÷èòè ÷åðåç p1 ip2 âiäïîâiäíî, òî ñåëåêòèâíiñòü áiëêà, �, ùîäî âêàçàíèõ çàïàõiâìîæíà îöiíèòè íàñòóïíèì âèðàçîì:� = ln p1p2 : (1.124)Ìè ïðèïóñêà¹ìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùîp1 > p2: (1.125)ßêùî çàïàõè Z1 i Z2 â ðiâíié êîíöåíòðàöi¨ ïîñëiäîâíî ïðå-ä'ÿâëÿþòüñÿ ðåöåïòîðíîìó íåéðîíó (Ìàë.1.14), òî íåéðîí áóäåãåíåðóâàòè iìïóëüñè ç ñåðåäíüîþ ÷àñòîòîþ f1 i f2, âiäïîâiäíî.Ñåëåêòèâíiñòü íåéðîíà ùîäî çàïàõiâ Z1 i Z2 ìîæíà âèìiðÿòè íà-ñòóïíîþ âåëè÷èíîþ � = ln f1f2 : (1.126)Îöiíêà ñåëåêòèâíîñòiÄëÿ îöiíêè ñåëåêòèâíîñòi ðåöåïòîðíîãî íåéðîíà íåáõiäíî îöiíè-òè ëîãàðè�ì âiäíîøåííÿ ÷àñòîò éîãî ïîñòðiëiâ ïðè ïðåä'ÿâëåííiðiçíèõ çàïàõiâ. Âèùå áóëî ñêàçàíî, ùî íåéðîí ñòðiëÿ¹ òîäi, êîëè÷èñëî çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâ ïåðåâèùó¹ ïîðîãîâå. Àëå öüîãî íåäî-ñèòü äëÿ îöiíêè ñåðåäíüî¨ ÷àñòîòè ïîñòðiëiâ. Äiéñíî, ïåðåâèùå-ííÿ ïîðîãó ìîæå òðèâàòè äîâãèé ÷àñ, i ïîòðiáíî çíàòè, ñêiëüêèïîñòðiëiâ çðîáèòü íåéðîí çà öåé ÷àñ. Òàêîæ �içèêà çàïóñêó íåé-ðîíà íà ãåíåðàöiþ âèìàãà¹, ùîá ïåðåâèùåííÿ ïîðîãó òðèâàëî ïåâ-íèé ìiíiìàëüíèé ÷àñ, ïåðø íiæ ïî÷íåòüñÿ ñïàéê. Òàêîæ ÷àñòîòà
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f1
f2Ìàë. 1.14. Äî îçíà÷åííÿ ñåëåêòèâíîñòi ðåöåïòîðíîãî íåéðîíà. f1, f2� ñåðåäíÿ ÷àñòîòà ïîñòðiëiâ ïðè ïðåä'ÿâëåííi çàïàõiâ Z1, Z2 â ðiâíiéêîíöåíòðàöi¨ïîñòðiëiâ íåéðîíà ìà¹ çàëåæàòè âiä òîãî, íàñêiëüêè ïåðåâèùåíîïîðiã. Íåìîæëèâî àíàëiòè÷íî ïðîàíàëiçóâàòè âñi öi äåòàëi. Äëÿîäåðæàííÿ àíàëiòè÷íîãî ðåçóëüòàòó ìè ïðèéìåìî äåÿêó ñïðîùå-íó ïàðàäèãìó iìïóëüñàöi¨. À ñàìå, ïðèïóñêà¹ìî, ùî (i) îêðåìèéiìïóëüñ òðèâà¹ ïðîòÿãîì ÷àñó t0, ïiñëÿ ÷îãî íåéðîí íåãàéíî ïî÷è-íà¹ íîâèé iìïóëüñ, ÿêùî âñå ùå òðèâà¹ ïåðåâèùåííÿ ïîðîãó, (ii)âåëè÷èíè êîíñòàíò øâèäêîñòåé ðåàêöié òàêi, ùî ñåðåäíÿ òðèâà-ëiñòü ïåðåâèùåííÿ ïîðîãó çíà÷íî ïåðåâèùó¹ òðèâàëiñòü ñïàéêó,t0. Â öèõ ïðèïóùåííÿõ íåéðîí ñòðiëÿ¹ ç ÷àñòîòîþ 1=t0 âïðîäîâæiíòåðâàëó ïåðåâèùåííÿ ïîðîãó i ìîâ÷èòü, êîëè ÷èñëî çâ'ÿçàíèõðåöåïòîðiâ íèæ÷å ïîðîãó. Ñåðåäíþ ÷àñòîòó ïîñòðiëiâ ìîæíà çíà-éòè çà íàñòóïíîþ �îðìóëîþ:f = 1t0 TT +W ; (1.127)



1.5 Çàñòîñóâàííÿ 65äå T i W � ñåðåäíÿ äîâæèíà iíòåðâàëó ïåðåáóâàííÿ ÷èñëà çâ'ÿ-çàíèõ ðåöåïòîðiâ íàä i ïiä ïîðîãîì âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè ïðîöåñèçâ'ÿçóâàííÿ-çâiëüíåííÿ âiäáóâàþòüñÿ ïiä äi¹þ âèïàäêîâèõ òåïëî-âèõ çiòêíåíü, òî êiëüêiñòü çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâ ó êîæíèé ìîìåíò÷àñó ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, îïèñàíîþ â ð.1.4.1. Âåëè÷èíó T iW ìîæíà çíàéòè, âèõîäÿ÷è ç �îðìóë (1.119) i (1.123). Äiéñíî,ÿêùî ïîçíà÷èòè ïîðiã ÷åðåç N0, òî iíòåðâàë ïåðåáóâàííÿ íàä ïî-ðîãîì ïî÷èíà¹òüñÿ òîäi, êîëè ÷èñëî çâ'ÿçàíèõ ðåöåïòîðiâ äîðiâ-íþ¹ N0. Îòæå, ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ íàä ïîðîãîì � öå âåëè-÷èíà T (N0) ç �îðìóëè (1.123). Ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ ïiä ïî-ðîãîì � öå âåëè÷èíà W (N0�1) ç �îðìóëè (1.119). Òàêèì ÷èíîì,iç (1.119) i (1.123) äiñòà¹ìî ïðè n = N0 � 1 i n = N0, âiäïîâiäíîW = 1k�N0B(N;N0; p) X0�l�N0�1B(N; l; p);T = 1k�N0B(N;N0; p) XN0�l�N B(N; l; p): (1.128)Îñòàííi �îðìóëè i (1.127) äîçâîëÿþòü îöiíèòè ñåðåäíþ ÷àñòîòóïîñòðiëiâ äëÿ êîæíîãî çàïàõó íàñòóïíèì ÷èíîì:fi = 1t0 TiTi +Wi = 1t0 XN0�l�N B(N; l; pi); i = 1; 2; (1.129)äå Ti i Wi îäåðæóþòüñÿ ç �îðìóë (1.128) ïiäñòàíîâêîþ pi i ki�çàìiñòü p i k�. Ïiäñòàâèâøè îñòàíí¹ â (1.126), îäåðæó¹ìî:� = ln0�0� XN0�l�N B(N; l; p1)1A,0� XN0�l�N B(N; l; p2)1A1A:(1.130)Äëÿ ïîäàëüøî¨ îöiíêè ñåëåêòèâíîñòi íåéðîíà äîâåäåìî íàñòóïíóëåììó.Ëåììà. Íåõàé p1, p2 � äiéñíi ÷èñëà, êîòði çàäîâîëüíÿþòü íå-ðiâíiñòü 0 < p2 < p1 < 1;



66 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâà N0, N � íàòóðàëüíi ÷èñëà, êîòði çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü1 � N0 � N <1:Ïîçíà÷èìîp0 = N0N ; r = p1p2 ; R = PN0�k�N CkNpk1(1� p1)N�kPN0�k�N CkNpk2(1� p2)N�k :Òîäi ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòüR � rN(p0�p1)=(1�p1): (1.131)Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ:XN0�k�N CkNpk1(1� p1)N�k = XN0�k�N CkNpk2(1� p2)N�kLk; (1.132)äå Lk = �p1p2�k�1� p11� p2�N�k :Ìíîæíèê Lk ïðèéìà¹ íàéìåíøå çíà÷åííÿ ïðè k = N0:minN0�k�N Lk = LN0 = �p1p2�N0 �1� p11� p2�N�N0 :Âðàõîâóþ÷è îñòàíí¹, ç (1.132) îäåðæèìî:XN0�k�N CkNpk1(1 � p1)N�k > LN0 XN0�k�N CkNpk2(1� p2)N�k;çâiäêè R > �p1p2�N0 �1� p11� p2�N�N0 :



1.5 Çàñòîñóâàííÿ 67Ïåðåïèøåìî îñòàíí¹ â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:R > exp�N0 ln p1p2 + (N � N0) ln 1� p11� p2� == exp N ln p1p2  p0 + (1� p0) ln 1�p11�p2ln p1p2 !! == exp N ln p1p2  p0 � (1� p0) ln 1�p21�p1ln p1p2 !! ;çâiäêèR > exp0�N ln p1p2 0�p0 � (1� p0) ln�1 + p1�p21�p1 �ln�1 + p1�p2p2 �1A1A : (1.133)Îöiíèìî âèðàç ln�1 + p1 � p21� p1 �çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ ln(1 + x) < x äëÿ âñiõ x > 0:ln�1 + p1 � p21� p1 � < p1 � p21� p1 : (1.134)Îöiíèìî âèðàç ln�1 + p1 � p2p2 �çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ ln(1+x) > x=(1+x) äëÿ âñiõ x > 0:ln�1 + p1 � p2p2 � > p1�p2p21 + p1�p2p2 = p1 � p2p1 : (1.135)Ñïiââiäíîøåííÿ (1.134), (1.135) äîçâîëÿþòü îöiíèòè äðiáln�1 + p1�p21�p1 �ln�1 + p1�p2p2 � < p1�p21�p1p1�p2p1 = p11� p1 :
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S0(t) L(t) SÌàë. 1.15. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ ïîðîãîâîãî äåòåêòîðà. A � ìîëå-êóëè àíàëiòó; R � àäñîðáöiéíi öåíòðè; ÏÑÅ � ïåðâèííèé ñåíñîðíèéåëåìåíò; ÏÅ � ïîðîãîâèé åëåìåíò; ÓÅ � óñåðåäíþþ÷èé â ÷àñi åëåìåíò.Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ðàçîì iç (1.133) äà¹:R > exp�N ln p1p2 �p0 � (1� p0) p11� p1�� == exp�N ln p1p2 �p0 � p11� p1 �� = rN(p0�p1)=(1�p1);ùî äîâîäèòü ëåììó.Ïiäñòàâèâøè (1.131) â (1.130), äiñòà¹ìî� > N p0 � p11� p1 �: (1.136)Âåëè÷èíà N(p0 � p1)=(1� p1) ìîæå âèÿâèòèñü çíà÷íî áiëüøîþâiä îäèíèöi. Â öüîìó âèïàäêó ñåëåêòèâíiñòü õåìîðåöåïòîðíîãîíåéðîíà áóäå çíà÷íî êðàùîþ, íiæ ñåëåêòèâíiñòü éîãî ðåöåïòîð-íèõ áiëêiâ.1.5.2 Ñåëåêòèâíiñòü ïîðîãîâîãî õiìi÷íîãîñåíñîðàÏðèíöèï äi¨ äåòåêòîðiâ õiìi÷íèõ ñóáñòàíöié çâè÷àéíî áàçó¹òüñÿíà ñåëåêòèâíié àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ (çâ'ÿçóâàííi-çâiëüíåííi) äîñëi-



1.5 Çàñòîñóâàííÿ 69äæóâàíèõ õiìi÷íèõ ðå÷îâèí ñïåöè�i÷íèìè àäñîðáóþ÷èìè äiëÿí-êàìè (ðåöåïòîðíèìè öåíòðàìè). �åöåïòîðíi öåíòðè çíàõîäÿòüñÿâ êîíòàêòi ç åëåêòðîííèì ïðèñòðî¹ì, ÿêèé äà¹ çìîãó âèìiðþ-âàòè êiëüêiñòü ðå÷îâèíè, ùî áóëà àäñîðáîâàíà ïiä ÷àñ ïðîöåñóçâ'ÿçóâàííÿ-çâiëüíåííÿ. Ñàì ïðèñòðié ìîæå áóòè àáî MEMS òè-ïó (òàêèé, ÿê êâàðöîâèé êðèñòàë, ÷àñòîòà êîëèâàíü ÿêîãî çàëå-æèòü âiä ìàñè àäñîðáîâàíî¨ ðå÷îâèíè), ÷è âiáðóþ÷èé êîíñîëü,ïîëüîâèé òðàíçèñòîð àáî iíøå. Òàêèé ïðèñòðié iç ðåöåïòîðíèìèöåíòðàìè íàçèâà¹òüñÿ õiìi÷íèì ñåíñîðîì àáî äåòåêòîðîì. Äëÿòîãî, ùîá áóòè å�åêòèâíèì, äåòåêòîð ïîâèíåí ðîçðiçíÿòè ðiçíiâèäè ðå÷îâèí, òîáòî áóòè ñåëåêòèâíèì. Éîãî ñåëåêòèâíiñòü çâè-÷àéíî ¹ òàêîþ æ, ÿê i éîãî ðåöåïòîðíèõ ìîëåêóë (äèâ. ðiâíÿííÿ(1.141,1.142)).�îçìið ïðîìèñëîâèõ ñåíñîðiâ ìà¹ ñòàëó òåíäåíöiþ äî çìåí-øåííÿ. Ïîòóæíiñòü êîðèñíîãî ñèãíàëó, ùî âèðîáëÿ¹òüñÿ ìàëèìäåòåêòîðîì, ñòà¹ äóæå ìàëîþ. ßê ðåçóëüòàò øóì äåòåêòîðà ñêëà-äà¹ çíà÷íó ÷àñòèíó éîãî âèõiäíîãî ñèãíàëó, ùî íåãàòèâíî âïëèâà¹íà òî÷íiñòü âèìiðþâàíü. Â çàëåæíîñòi âiä êîíñòðóêöi¨ ¹ äåêiëü-êà ïðè÷èí äëÿ âèíèêíåííÿ øóìó â ìàëîìó äåòåêòîði. Îäèí òèïøóìó âèíèêà¹ ÷åðåç òå, ùî ïðîöåñ àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ ïiäïîðÿä-êîâàíèé áðîóíiâñüêîìó ðóõó, ÿêèé ¹ ñòîõàñòè÷íèì. ßê ðåçóëüòàòçàãàëüíà êiëüêiñòü àäñîðáîâàíî¨ ðå÷îâèíè (àíàëiòó) çàëåæèòü âiäíåðåãóëÿðíèõ �ëóêòóàöié, i öå âiäîáðàæà¹òüñÿ íà âèõiäíîìó ñè-ãíàëi ÿê íàÿâíiñòü øóìó (Ìàë. 1.17). Öåé øóì íàçèâà¹òüñÿ øó-ìîì àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ [6℄. Äàíå ÿâèùå ïðèñóòí¹ â áóäü-ÿêîìóäåòåêòîði, ïðèíöèï äi¨ ÿêîãî áàçó¹òüñÿ íà çâ'ÿçóâàííi-çâiëüíåííiàíàëiòó. Øóì àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ ìîæå äîìiíóâàòè íàä âñiìà ií-øèìè òèïàìè âíóòðiøíüîãî øóìó i ñêëàäàòè áiëüøó ÷àñòèíó âè-õiäíîãî ñèãíàëó, ÿêùî ðîçìið ñåíñîðà äîñòàòíüî ìàëèé. Ó öüîìóðîçäiëi ïîêàçàíî, ùî øóì àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ ìîæíà âèêîðèñòàòèäëÿ ïiäâèùåííÿ ñåëåêòèâíîñòi â ïîðîãîâîìó äåòåêòîði.



70 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÏîðîãîâèé äåòåêòîðÄåòåêòîð ïîðîãîâîãî òèïó (ÏÄ), Ìàë. 1.15, äi¹ íàñòóïíèì ÷èíîì[8, 9℄: �ëóêòóþþ÷èé ñèãíàë, ùî õàðàêòåðèçó¹ êiëüêiñòü àäñîðáî-âàíîãî àíàëiòó â ïåðâèííîìó ñåíñîðíîìó åëåìåíòi (ÏÑÅ â Ìàë.1.15), ïîäà¹òüñÿ â àìïëiòóäíèé äèñêðèìiíàöiéíèé åëåìåíò (ïîðî-ãîâèé åëåìåíò, ÏÅ íà Ìàë. 1.15). Ïîðîãîâèé åëåìåíò õàðàêòåðè-çó¹òüñÿ ïåâíèì ïîðîãîì. Âií äà¹ íóëü íà âèõîäi, ÿêùî àäñîðáîâà-íà êiëüêiñòü ¹ ïiäïîðîãîâîþ, òà âèäà¹ ñòàíäàðòíèé ñòàëèé ñèãíàë,êîëè àäñîðáîâàíà êiëüêiñòü ðiâíà àáî âèùà âiä ïîðîãó. Âèõiä ïî-ðîãîâîãî åëåìåíòó âñåðåäíþ¹òüñÿ â ÷àñi i ïðàêòè÷íî ñòà¹ íåçà-ëåæíèì âiä ÷àñó. Öåé ñèãíàë ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ðåçóëüòàò ðîáîòèÏÄ.Îçíà÷åííÿ i ïðèïóùåííÿÏðîöåñ àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ îïèñó¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê (1.89) íàñòó-ïíèì õiìi÷íèì ðiâíÿííÿì àñîöiàöi¨-äèñîöiàöi¨:A+ R k+
⇋k� AR;äå A,R, AR îçíà÷àþòü ìîëåêóëè àíàëiòó, àäñîðáóþ÷èé öåíòð (ðå-öåïòîð) òà áiíàðíèé êîìïëåêñ àíàëiò-ðåöåïòîð. Ïðè ñòàëié òåì-ïåðàòóði êîíñòàíòè øâèäêîñòåé k+, k� ¹ ÷àñîâî íåçàëåæíèìè.Âîíè ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíèìè àáî ç åêñïåðèìåíòàëüíèõ âèìi-ðþâàíü, àáî îöiíåíi òåîðåòè÷íî. Íåõàé N îçíà÷à¹ çàãàëüíå ÷èñëîðåöåïòîðiâ ó äåòåêòîði. Àíàëiò íàÿâíèé ó êîíöåíòðàöi¨ 
. Éìîâið-íiñòü p äëÿ áóäü-ÿêîãî R áóòè çâ'ÿçàíèì ç A äà¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿêi â (1.102), � �îðìóëîþ p = k+
k+
+ k� : (1.137)Ñåðåäí¹ ÷èñëî àäñîðáîâàíèõ ìîëåêóë, hni, ìîæå áóòè âèðàõóâàíåíàñòóïíèì ÷èíîì: hni = pN:



1.5 Çàñòîñóâàííÿ 71ßêùî äâà ðiçíi àíàëiòè � A1, A2 � òåñòóþòüñÿ çà îäíàêîâèõ êîí-öåíòðàöié, òî àáî �iâí.(1.137), àáî åêñïåðèìåíòàëüíi âèìiðþâàí-íÿ äàäóòü äâi âåëè÷èíè, p1, p2. Ìè ââàæà¹ìî, ùî ðåöåïòîð ìà¹ñåëåêòèâíiñòü ùî äî A1, A2, ÿêùî p1 6= p2 (ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùîp1 > p2). Ìîëåêóëÿðíà ñåëåêòèâíiñòü, �, âèçíà÷åíà àíàëîãi÷íî(1.124) ÿê14 � = ln p1p2 : (1.138)Ïåðâèííèé ñèãíàë, S0(t) íà Ìàë. 1.15, çâè÷àéíî çáiëüøó¹òüñÿ,ÿêùî ÷èñëî n àäñîðáîâàíèõ ìîëåêóë çáiëüøó¹òüñÿ:n > n0 ) S0 > S00; (1.139)äå òî÷íà çàëåæíiñòü S0 âiä n âèçíà÷à¹òüñÿ êîíñòðóêöi¹þ ñåíñî-ðà òà ìåõàíiçìîì òðàíñäóêöi¨. Äëÿ ïðîñòîòè ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùîó âèïàäêó ãðàâiìåòðè÷íîãî ñåíñîðà A1 òà A2 ìàþòü îäíàêîâi ìî-ëåêóëÿðíi ìàñè.Âèçíà÷èìî ñåëåêòèâíiñòü Æ äëÿ öiëîãî äåòåêòîðà â òåðìiíàõðåçóëüòóþ÷îãî âèõiäíîãî ñèãíàëó (S íà Ìàë. 1.15) íàñòóïíèì ÷è-íîì: Æ = ln S1S2 ; (1.140)äå S1, S2 ¹ ðåçóëüòóþ÷èìè ñèãíàëàìè äëÿ àíàëiòiâ A1, A2.ßê S0(t), òàê i n(t) ìiñòÿòü ó ñîái øóì àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨.Â äåòåêòîði áåç ïîðîãîâîãî åëåìåíòà ðåçóëüòóþ÷èé âèõiäíèé ñè-14Öå îçíà÷åííÿ ñåëåêòèâíîñòi âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âæèâàíî¨ â õiìi¨ ñïåöè�i-÷íîñòi àñîöiàöi¨, ÿêà âèðàæà¹òüñÿ â òåðìiíàõ êîíñòàíòè äèñîöiàöi¨. Äëÿ àíàëi-òó A êîíñòàíòà äèñîöiàöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê [A℄1=2 = k�=k+: �iâí.(1.137) ìîæåáóòè ïåðåïèñàíå çà âèêîðèñòàííÿ êîíñòàíòè äèñîöiàöi¨: p = 1=(1 + [A℄1=2=
):Ç öüîãî ðiâíÿííÿ ñòà¹ î÷åâèäíèì òå, ùî àíàëiòè ç ðiçíèìè êîíñòàíòàìè äè-ñîöiàöi¨ ìàþòü ðiçíi éìîâiðíîñòi çâ'ÿçóâàííÿ i íàâïàêè. Öå äîâîäèòü òå, ùîïiäõîäÿòü îáèäâà îïèñè, íàâiòü ÿêùî ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ñåëåêòèâíîñòi âèðà-æåíi ÷åðåç êîíñòàíòè äèñîöiàöi¨, íàïðèêëàä �0 = ln([A2℄1=2=[A1℄1=2); áóäóòüâiäðiçíÿòèñÿ âiä âèêîðèñòàíèõ òóò. Çíà÷åííÿ � ìîæóòü áóòè ïîäàíi ÷åðåçêîíñòàíòè äèñîöiàöi¨: � = ln((
+ [A2℄1=2)=(
+ [A1℄1=2)): �îëîâíà âiäìiííiñòüìiæ �0 òà � ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî îñòàííÿ çàëåæèòü âiä êîíöåíòðàöi¨. Öå óçãî-äæó¹òüñÿ ç ñèòóàöi¹þ â ïðèðîäíiõ ñèñòåìàõ íþõó, äå äèñêðèìiíàöiéíà çäà-òíiñòü çâè÷àéíî çàëåæèòü âiä êîíöåíòðàöi¨.



72 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâãíàë ¹ ëiíiéíî ïðîïîðöiéíèé äî ñåðåäíüîãî ÷èñëà àäñîðáîâàíèõìîëåêóë: Si � piN; i = 1; 2: (1.141)Öå äîñÿãà¹òüñÿ àáî çà äîïîìîãîþ ÷àñîâîãî óñåðåäíåííÿ, àáî âè-áîðîì âåëèêîãî äåòåêòîðà ç ïîòóæíèì ïåðâèííèì ñèãíàëîì, äëÿÿêîãî âêëàä �ëóêòóàöié àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ ¹ íåïîìiòíèì. Ïiä-ñòàâëÿþ÷è (1.141) â (1.140), îòðèìà¹ìî äëÿ ñåëåêòèâíîñòi çâè-÷àéíîãî äåòåêòîðà Æ = ln p1Np2N = �: (1.142)Òîìó ñåëåêòèâíiñòü äåòåêòîðà, â ÿêîãî �ëóêòóàöi¨ óñåðåäíþþ-òüñÿ îäðàçó ïiñëÿ ïåðâèííîãî ñåíñîðíîãî åëåìåíòà àáî âñåðåäè-íi íüîãî, ðiâíà ñåëåêòèâíîñòi éîãî iíäèâiäóàëüíèõ àäñîðáóþ÷èõöåíòðiâ. Ïîðîãîâèé åëåìåíò, ÏÅ, âñòàíîâëþ¹ ïîðiã, ÿêèé ñèãíàëS0 ïîâèíåí ïåðåâèùèòè äëÿ òîãî, ùîá ïðîéòè íà íàñòóïíèé ði-âåíü. Ïåðåõiä ÷åðåç ïîðiã ìîæå òðàïëÿòèñÿ ÷àñ âiä ÷àñó çàâäÿ-êè �ëóêòóàöiÿì àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨. Çàâäÿêè (1.139) ïîðiã ìîæåõàðàêòåðèçóâàòèñü ÷èñëîì N0 ìîëåêóë àíàëiòó, ÿêi ìàþòü áóòèàäñîðáîâàíi äëÿ òîãî, ùîá ç'ÿâèâñÿ íåíóëüîâèé ñèãíàë íà âèõî-äi ÏÄ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ÏÅ ¹ iäåàëüíèì â òîìó ñåíñi, ùî N0¹ òî÷íèì çíà÷åííÿì, ÿêå íå çàëåæèòü âiä �ëóêòóàöié. ßê òiëü-êè äîñÿãà¹òüñÿ N0, ÏÅ ìà¹ ñòàíäàðòíèé ñòàëèé ñèãíàë íà âèõîäi.Ñèãíàë íå çàëåæèòü âiä òî÷íîãî çíà÷åííÿ n(t) çà óìîâè, ùî âîíî¹ âèùå àáî ðiâíå N0.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H ÷àñîâå âiêíî, ïðîòÿãîì ÿêîãî çäiéñíþ¹òüñÿóñåðåäíåííÿ â ÓÅ (Ìàë. 1.15), òà ÷åðåç Hb, Ha (Hb +Ha = H) �ñóìàðíó êiëüêiñòü ÷àñó, ïðîòÿãîì ÿêîãî n(t) ¹ íèæ÷å àáî âèùå ïî-ðîãó, êîëè 0 � t � H. Êiíöåâèé ðåçóëüòàò, S íà Ìàë. 1.15, ïîâèíåíáóòè ëiíiéíî ïðîïîðöiéíèì äî Ha=H. Öå äà¹ äëÿ ñåëåêòèâíîñòiÏÄ: Æ = ln Ha1Ha2 ; (1.143)äå Ha1, Ha2 âiäïîâiäíî áåðåòüñÿ äëÿ A1, A2.



1.5 Çàñòîñóâàííÿ 73Îöiíêà ñåëåêòèâíîñòiÇãiäíî ç (1.143) íåîáõiäíî îöiíèòè çàãàëüíó êiëüêiñòü ÷àñó, ÿêón(t) ïðîâîäèòü íàä ïîðîãîì, êîëè t 2 [0;H℄. Öå ìîæå áóòè çðîáëå-íî äîäàâàííÿì äîâæèí âñiõ îêðåìèõ iíòåðâàëiâ, ïiä ÷àñ êîæíîãîç ÿêèõ n(t) � N0 íåïåðåðâíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç � ÷èñëî òàêèõ ií-òåðâàëiâ, òà ÷åðåç Hka , 1 � k � � � äîâæèíó k-ãî íåïåðåðâíîãîiíòåðâàëó. ÒîäiHa = X1�k��Hka = � 1� X1�k��Hka = H 1� P1�k��Hka1� P1�k��(Hkb +Hka ) ;äå Hkb � äîâæèíà k-ãî iíòåðâàëó, ïiä ÷àñ ÿêîãî n(t) < N0 íåïå-ðåðâíî. ßêùî H ðàçîì ç k+, 
, k�  àðàíòó¹ òå, ùî � ¹ âåëèêèì,òîäi îñòàííié âèðàç ìîæå áóòè ïåðåïèñàíèé ó òàêîìó âèãëÿäi:Ha = H TT +W ; (1.144)äå T , W � ñåðåäíi äîâæèíè íåïåðåðâíèõ iíòåðâàëiâ, ÿêi îá÷è-ñëþþòüñÿ çà �îðìóëàìè (1.128). ßêùî ðîçãëÿäàòè äâà àíàëiòè,A1, A2, òîäi â (1.128) k� òà p ïîâèííî áóòè çàìiíåíî íà k�i, pi,i = 1; 2. Ïiäñòàâëÿþ÷è (1.128) â �iâí.(1.144), îòðèìà¹ìî15:Ha = H XN0�l�N ClNpl(1� p)N�l: (1.145)�îçãëÿäàþ÷è (1.145) äëÿ äâîõ àíàëiòiâ, âèêîðèñòà¹ìî öå â �iâí.(1.143). Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî:Æ = ln PN0�l�N ClNpl1(1� p1)N�lPN0�l�N ClNpl2(1� p2)N�l ; (1.146)ùî ñïiâïàäà¹ ç âèðàçîì äëÿ ñåëåêòèâíîñòi õåìîðåöåïòîðíîãî íåé-ðîíà (1.130). Îòæå, çàñòîñóâàâøè äî (1.146) ëåììó ç ñ. 66, ìà¹ìî:Æ > N p0 � p11� p1 �; äå p0 = N0=N: (1.147)15Áóëî âèêîðèñòàíî íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ:P0�l�N ClNpl(1�p)N�l = 1:



74 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÁåðó÷è äî óâàãè òå, ùî çàãàëüíå ÷èñëî àäñîðáöiéíèõ öåíòðiâ, N ,òàê ñàìî, ÿê i N0, ìîæå áóòè äóæå âåëèêèì, ç îöiíêè (1.147) ñòà¹î÷åâèäíèì, ùî Æ ìîæå áóòè íàáàãàòî áiëüøèì, íiæ �, çà óìîâèòîãî, ùî äðiá (p0 � p1)=(1 � p1) íå ¹ äóæå ìàëèì. Âií ìà¹ áóòè,ùîíàéìåíøå, äîäàòíiì, ùî âèìàãà¹p0 > p1; àáî p1N < N0: (1.148)Îñêiëüêè p1 çáiëüøó¹òüñÿ ç êîíöåíòðàöi¹þ � äèâ. �iâí. (1.137)�, íåðiâíiñòü (1.148) ìîæå áóòè ðîçãëÿíóòà ÿê îáìåæåííÿ íàâåðõíþ ãðàíèöþ âåëè÷èíè êîíöåíòðàöi¨ 
, äëÿ ÿêî¨ ìîæíà î÷i-êóâàòè å�åêòó ïîêðàùåííÿ ñåëåêòèâíîñòi, áàçóþ÷èñü íà îöiíöi(1.147). Âàðòî âiäçíà÷èòè: êîëè óìîâà (1.148) äîòðèìó¹òüñÿ, ñå-ðåäíÿ êiëüêiñòü àäñîðáîâàíîãî àíàëiòó ¹ ïiä ïîðîãîì, i ïåðåòèíïîðîãó çäiéñíþ¹òüñÿ ëèøå çàâäÿêè �ëóêòóàöiÿì.×èñåëüíi ïðèêëàäèÇ îöiíêè (1.147) ìîæíà çðîçóìiòè, ùî ïîêðàùåííÿ ñåëåêòèâíî-ñòi ¹ âèùèì äëÿ âèùèõ N0. Ç iíøîãî áîêó, íå ìîæíà âèáèðàòèN0 ÿê çàâãîäíî âèñîêèì, òîìó ùî ÏÅ íà Ìàë. 1.15 ââàæà¹òüñÿiäåàëüíèì. ßêùî âèáðàòè N0 = 100, òîäi iäåàëüíiñòü îçíà÷à¹ òå,ùî ðiâåíü ïîðîãó â ÏÅ íå ìîæå êîëèâàòèñÿ áiëüøå, íiæ íà 1%.Àíàëîãi÷íî, ÿêùî âèáðàòè N0 = 104, òîäi ïîðîãîâèé ðiâåíü ïîâè-íåí äîòðèìóâàòèñÿ ç òî÷íiñòþ 0.01%. Iíàêøå â àðãóìåíòàöi¨ ñ. 73ñëiä áðàòè äî óâàãè øóì ðiâíÿ ïîðîãó, ùî ïðèâåäå äî ìåíø îái-öÿþ÷î¨ îöiíêè. Iíøèé âèñíîâîê, ÿêèé âèïëèâà¹ ç îöiíêè (1.147),îçíà÷à¹, ùî ÷èì ìåíøîþ ¹ êîíöåíòðàöiÿ (ìåíøå p1) àíàëiòiâ, òèìêðàùîþ ¹ äèñêðèìiíàöiÿ ìiæ íèìè. Àëå â öüîìó âèïàäêó ïîðiãáóäå äîñÿãàòèñÿ ïðîòÿãîì ìàëèõ ïðîìiæêiâ ÷àñó, âiäâåäåíîãî íàâèìiðþâàííÿ. Â ðåçóëüòàòi âèõiäíèé ñèãíàë áóäå äóæå ìàëèì iìîæå âòðàòèòèñü â ÓÅ-åëåìåíòi. Ïðèðîäíüî âèìàãàòè, ùîá âèõi-äíèé ñèãíàë äëÿ áiëüø à�iííîãî àíàëiòó áóâ âèùèì, àíiæ 10%ìàêñèìàëüíîãî âèõiäíîãî ñèãíàëó, ÿêèé âèðîáëÿ¹òüñÿ ÏÄ, êîëèn(t) � N0 âåñü ÷àñ. Óçÿâøè ðiâíÿííÿ (1.145), ïðèéäåìî äî íàñòó-



1.5 Çàñòîñóâàííÿ 75k+ k�(1/(s�M)) (1/s)A1 1000 1000A2 1000 1050Òàáë. 1.1. Êîíñòàíòè øâèäêîñòåé, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïðèêëàäàõÒàáë. 1.2 òà â Ìàë. 1.16
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δ bÌàë. 1.16. Çàëåæíîñòi ñåëåêòèâíîñòi âiä êîíöåíòðàöié äëÿ ïðèêëàäiâç Òàáë. 1.2. Êîíöåíòðàöiþ (âiñü OX) ïîäàíî â M. Çíà÷åííÿ N , N0 â aòà b âiäïîâiäàþòü ïåðøîìó i äðóãîìó ðÿäêàì Òàáë. 1.2. Æest âiäïîâiäà¹ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (1.147).ïíîãî îáìåæåííÿ:r1 = XN0�l�N ClNpl1(1� p1)N�l > 0:1: (1.149)Ùå îäíå îáìåæåííÿ îòðèìó¹òüñÿ ç ïðèïóùåííÿ âåëèêîãî �, ÿêåáóëî çðîáëåíå äëÿ âèâåäåííÿ ðiâíÿííÿ (1.144). ßêùî ÷àñ âèìi-ðþâàííÿ, H, áóäå äîñòàòíüî êîðîòêèé, íàïðèêëàä H = 1 ñ, òîäiñåðåäíÿ ÷àñòîòà ïåðåòèíàííÿ ïîðîãó ïîâèííà áóòè äîñòàòíüî âè-ñîêîþ äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè, íàïðèêëàä, � > 1000. Öüîãî ìî-æíà äîñÿãòè, ÿêùî ñåðåäíi òðèâàëîñòi íåïåðåðâíîãî ïåðåáóâàííÿíàä òà ïiä ïîðîãîì äîñòàòíüî êîðîòêi. ßêùî Hab
 = T + W , òî



76 Ñèñòåìè çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâN N0 
 � Æ r1 Hab
(M) (s)Ïðèêë. 1 107 103 9.6�10�5 0.05 3.63 0.1 1.8�10�4Ïðèêë. 2 108 104 9:9 � 10�5 0.05 18 0.16 4 � 10�5Òàáë. 1.2. ×èñåëüíi ïðèêëàäè ïîêðàùåíî¨ ñåëåêòèâíîñòi. Êîíñòàíòèøâèäêîñòåé äëÿ àíàëiòiâ ïîêàçàíî â Òàáë. 1.1. Æ âèðàõîâàíî çà äîïî-ìîãîþ òî÷íîãî âèðàçó (1.146), r1 � îçíà÷åíî â ðiâíÿííi (1.149).
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0.0014 0.0016 0.0018 0.002 0.0022 0.0024 0.0026 0.0028 0.003Ìàë. 1.17. Êîðîòêèé ñåãìåíò òðàåêòîði¨ n(t), çìîäåëüîâàíî¨ ÷èñåëüíîäëÿ ïðèêëàäó 1 Òàáë. 1.2. ×àñ (âiñü OX) ïîäàíî â ñåêóíäàõ.ðiâíÿííÿ (1.128) äàþòüHab
 = �k�N0CN0N pN0 (1� p)N�N0��1 :Çíà÷åííÿ � > 1000 ìîæå áóòè çàáåçïå÷åíå íåðiâíiñòþH=Hab
 > 1000;àáî, âèáèðàþ÷è H = 1 ñ, �Hab
 < 0:001 s.Äâà ïðèêëàäè, ùî çàäîâîëüíÿþòü öi îáìåæåííÿ, ïîêàçàíî â Òàáë.1.2. Çàëåæíîñòi �, Æ âiä êîíöåíòðàöi¨ òà õiä îöiíêè (1.147) ïîêà-çàíi íà Ìàë. 1.16. Êîðîòêèé âiäðiçîê òðàåêòîði¨ n(t) ïîêàçàíî íàÌàë. 1.17.



77�îçäië 2Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì÷èñëîì ñòàíiâ2.1 Iíòåãðàëüíèé ïóàññîíiâñüêèéëi÷èëüíèê�îçãëÿíåìî ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ëi÷èëüíèêà, ÿêèé îäåðæó¹iìïóëüñè â âèïàäêîâi ìîìåíòè ÷àñó1. Ëi÷èëüíèê ðàõó¹ iìïóëü-ñè i ïîêàçó¹ ïîâíó êiëüêiñòü iìïóëüñiâ, îäåðæàíó íèì ç ìîìåí-òó ââiìêíåííÿ. Ïîêàçàííÿ ëi÷èëüíèêà íàçèâà¹òüñÿ éîãî ñòàíîì.Ââàæà¹òüñÿ, ùî çà îáìåæåíèé ïðîìiæîê ÷àñó ëi÷èëüíèê îäåð-æó¹ îáìåæåíó êiëüêiñòü iìïóëüñiâ i íåìîæëèâî îäåðæàòè äâà iáiëüøå iìïóëüñiâ îäíî÷àñíî2. Â öüîìó âèïàäêó ìíîæèíà ñòàíiâëi÷èëüíèêà ñêëàäà¹òüñÿ ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë f0; 1; : : :g, à éîãîãðà� ïåðåõîäiâ çîáðàæåíî íà Ìàë. 2.1. Îòæå, ñòàí ëi÷èëüíèêàçìiíþ¹òüñÿ â ÷àñi âèïàäêîâèì ÷èíîì. Âiäïîâiäíèé ïðîöåñ ïîÿâè1Çâè÷àéíî â òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ âæèâàþòü òåðìií �ïîäiÿ�. Ìèáóäåìî âæèìàòè òåðìií �iìïóëüñ�, ìàþ÷è íà óâàçi ïîäàëüøå çàñòîñóâàííÿ äîíåéðîííèõ ñèñòåì, äå åëåìåíòàðíîþ ïîäi¹þ ¹ iìïóëüñ.2Îñòàííÿ óìîâà âèçíà÷à¹ îðäèíàðíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ.
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w w w- - -0 1 2 . . . w- -

n

. . .Ìàë. 2.1. �ðà� ïåðåõîäiâ IÏËiìïóëüñiâ ó âèïàäêîâi ìîìåíòè ÷àñó íàçèâà¹òüñÿ/îïèñó¹òüñÿ ïó-àññîíiâñüêèì âèïàäêîâèì ïðîöåññîì, ÿêùî êiëüêiñòü iìïóëüñiâ,îäåðæàíèõ ëi÷èëüíèêîì çà ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó [t0; t℄, íå çàëå-æèòü âiä òîãî, ÿê ðîçïîäiëåíi iìïóëüñè â ìîìåíòè, ùî ïåðåäóþòüt0, à øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ ìiæ ñóñiäíiìè ñòàíàìè ëi÷èëüíèêà ìà-þòü íàñòóïíèé âèãëÿä:r+n = �; r�n = 0; n = 0; 1; : : :: (2.1)Âñi iíøi øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ ðiâíi íóëþ. Îïèñàíèé âèùå ëi÷èëü-íèê áóäåìî íàçèâàòè iíòåãðàëüíèì ïóàññîíiâñüêèì ëi÷èëüíèêîì(IÏË). Áàëàíñíå ðiâíÿííÿ (1.16) äëÿ éìîâiðíîñòåé ïåðåõîäiâ ìiæñòàíàìè ëi÷èëüíèêà îäåðæó¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:ddt p(n; t j n0; t0) = ��p(n; t j n0; t0) + �p(n � 1; t j n0; t0); (2.2)äå n � n0, t � t0 i n < n0 ) p(n; t j n0; t0) = 0: �îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ(2.2) ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿäp(n; t j n0; t0) = e��(t�t0) (�(t � t0))n�n0(n� n0)! ; (2.3)â ÷îìó ëåãêî ïåðåñâiä÷èòèñü ïðÿìîþ ïiäñòàíîâêîþ. Ç îçíà÷åííÿïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó i âèãëÿäó �îðìóë (2.3) âèïëèâà¹, ùî ïó-àññîíiâñüêèé ïðîöåñ ¹ ñòàöiîíàðíèì ìàðêiâñüêèì ïðîöåñîì. Éìî-âiðíiñòü, Pt(n), ùî çà ïðîìiæîê ÷àñó äîâæèíîþ t áóäå îäåðæàíîòî÷íî n iìïóëüñiâ, îäåðæó¹òüñÿ ç (2.3):Pt(n) = p(n; t j 0; 0) = e��t (�t)nn! ; n = 0; 1; : : : : (2.4)



2.1 Iíòåãðàëüíèé ïóàññîíiâñüêèé ëi÷èëüíèê 79Ïàðàìåòð � íàçèâà¹òüñÿ iíòåíñèâíiñòþ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó.Âií ìà¹ çìiñòîì ñåðåäíþ ÷àñòîòó ïîÿâè iìïóëüñiâ. Äiéñíî, ñåðå-äí¹ ÷èñëî iìïóëüñiâ, nt, ÿêå îäåðæó¹òüñÿ ëi÷èëüíèêîì çà ÷àñ t,îá÷èñëþ¹òüñÿ çà �îðìóëîþnt =Xn�0nPt(n) = �t: (2.5)Çâiäñè âèõîäèòü, ùî ñåðåäíÿ ÷àñîâà âiäñòàíü ìiæ äâîìà ïîñëiäîâ-íèìè iìïóëüñàìè äîðiâíþ¹ 1=�.Äëÿ ïîäàëüøîãî áóäå êîðèñíî çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî÷àñîâà âiäñòàíü ìiæ l-ì i l + N-ì iìïóëüñàìè äîðiâíþ¹ ïåâíiéâåëè÷èíi t ç òî÷íiñòþ dt, äå l i N � äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà.Âèáåðåìî ïî÷àòîê âiäëiêó ÷àñó â ìîìåíò ïðèõîäó l-ãî iìïóëüñà.Òîäi äëÿ ðåàëiçàöi¨ âiäïîâiäíî¨ ïîäi¨ íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá íàiíòåðâàëi [0; t[ áóëî îäåðæàíî N �1 iìïóëüñiâ i îäèí iìïóëüñ ïðè-éøîâ â ìîìåíò t ç òî÷íiñòþ dt. Ïîòðiáíèé âèðàç, ÿê âèïëèâà¹ ç(2.1) i (2.4), ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:e��t (�t)N�1(N � 1)!�dt: (2.6)Ïðè � = 1 ðîçïîäië (2.37) íàçèâà¹òüñÿ  àììà-ðîçïîäiëîì (
-ðîç-ïîäiëîì) ïîðÿäêó N . Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷àñîâà âiäñòàíü ìiæl-ì i l + N-ì iìïóëüñàìè íå ìåíøà âiä ïåâíî¨ âåëè÷èíè � , îäåð-æó¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿì öüîãî âèðàçó:p�;N (� ) = 1Z� e��t (�t)N�1(N � 1)!�dt = e��� X0�n�N�1 (�� )nn! : (2.7)Âiäïîâiäíî, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷àñîâà âiäñòàíü ìiæ l-ì i l+N-ìiìïóëüñàìè íå ïåðåâèùó¹ � , äà¹òüñÿ âèðàçîì1� p�;N (� ) = 1� e��� X0�n�N�1 (�� )nn! = e��� Xn�N (�� )nn! : (2.8)Çîêðåìà, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî iíòåðâàë ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè iì-ïóëüñàìè íå ïåðåâèùó¹ � , äîðiâíþ¹ � ç òî÷íiñòþ d� , àáî áiëüøèé



80 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiââiä � , äà¹òüñÿ íàñòóïíèìè âèðàçàìè, âiäïîâiäíî:1� e��� ; (2.9)P (� ) d� = e���� d�; (2.10)e��� : (2.11)Âèðàç (2.10) äîçâîëÿ¹ âiäíîâèòè âñi �îðìóëè (2.4). Íàïðèêëàä,äëÿ çíàõîäæåííÿ Pt(0) ñëiä çíàéòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïåðøèéiìïóëüñ ç'ÿâèòüñÿ ÷åðåç ÷àñ t àáî ïiçíiøå ïiñëÿ âêëþ÷åííÿ. Öÿéìîâiðíiñòü äà¹òüñÿ iíòåãðàëîìPt(0) = 1Zt P (� ) d� = e��t:Àíàëîãi÷íî, äëÿ çíàõîäæåííÿ Pt(1) ñëiä îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòüòîãî, ùî ïåðøèé iìïóëüñ ç'ÿâèòüñÿ çà ÷àñ �1 < t, à íàñòóïíèé �çà ÷àñ �2 > t � �1. Ç óðàõóâàííÿì íåçàëåæíîñòi ìiæiìïóëüñíèõiíòåðâàëiâ, öÿ éìîâiðíiñòü äà¹òüñÿ iíòåãðàëîìPt(1) = tZ0 d�1 1Zt��1 d�2P (�1)P (�2) = e��t�t:Àíàëîãi÷íî, äëÿ çíàõîäæåííÿ Pt(2) ñëiä îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòüòîãî, ùî ïåðøèé iìïóëüñ ç'ÿâèòüñÿ çà ÷àñ �1 < t, íàñòóïíèé �çà ÷àñ �2 < t � �1, à íàñòóïíèé � çà ÷àñ �3 > t � �1 � �2. Öÿéìîâiðíiñòü äà¹òüñÿ iíòåãðàëîìPt(2) = tZ0 d�1 t��1Z0 d�2 1Zt��1��2 d�3P (�1)P (�2)P (�3) = e��t(�t)2=2:Îòæå, �îðìóëà (2.10) äîñòàòíÿ äëÿ çàäàííÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðî-öåññó.Îñêiëüêè ïðîöåñ ïîÿâè iìïóëüñiâ � âèïàäêîâèé, òî â ðiçíèõñïîñòåðåæåííÿõ ïðîòÿãîì ÷àñó t ìîæíà îäåðæàòè ðiçíå ÷èñëî iì-ïóëüñiâ nt, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó nt � 0. Äëÿ òîãî, ùîá îõà-ðàêòåðèçóâàòè ñòóïiíü ðîçêèäàíîñòi nt ïðè çäiéñíåííi äåêiëüêîõ



2.2 Ií�îðìàöiÿ iíòåãðàëüíîãî ëi÷èëüíèêà 81ñïîñòåðåæåíü òðèâàëiñòþ t êîæíå, âæèâàþòü äèñïåðñiþ, �t, ÷è-ñëà iìïóëüñiâ, îäåðæàíèõ çà ÷àñ t:�2t = (nt � nt)2 =Xn�0(nt � nt)2Pt(n) = �t:Îòæå, äëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó �2t = nt:2.2 Ií�îðìàöiÿ iíòåãðàëüíîãîïóàññîíiâñüêîãî ëi÷èëüíèêàßêùî ïóàññîíiâñüêèé ëi÷èëüíèê ââiìêíåíî ïðîòÿãîì ÷àñó t, òîéîãî êiíöåâèé ñòàí ìîæå âèÿâèòèñÿ íóëåì àáî áóäü-ÿêèì íàòó-ðàëüíèì ÷èñëîì. Îòæå, äî âèêîíàííÿ ñïîñòåðåæåííÿ éîãî ðå-çóëüòàò áóâ íåâèçíà÷åíèì. Ïðè öüîìó íåâèçíà÷åíiñòü íå ¹ ïîâ-íîþ, îñêiëüêè âiäîìi éìîâiðíîñòi îêðåìèõ ðåçóëüòàòiâ (�îðìóëè(2.4)). �àçîì iç òèì, ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ ñïîñòåðåæåííÿ ñòàí ëi-÷èëüíèêà ñòà¹ âiäîìèì îäíîçíà÷íî. Â öüîìó ñåíñi êàæóòü, ùî âðåçóëüòàòi ñïîñòåðåæåííÿ çà ïóàññîíiâñüêèì ïðîöåñîì îäåðæàíîií�îðìàöiþ. Ïîâíà ií�îðìàöiÿ, ÿêó õòîñü ìîæå îäåðæàòè â ðå-çóëüòàòi ñïîñòåðåæåííÿ çà ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì íà ïðîìiæêó[0; t℄, � öå íå òiëüêè çàãàëüíà êiëüêiñòü iìïóëüñiâ, àëå é ìîìåí-òè ¨õ ïîÿâè. Îñêiëüêè iíòåãðàëüíèé ïóàññîíiâñüêèé ëi÷èëüíèêíå ìà¹ äîñòàòíüî¨ âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè äëÿ ñïðèéíÿòòÿ (âiä-îáðàæåííÿ) ìîìåíòiâ ïîÿâè, òî ií�îðìàöiÿ, îäåðæàíà íèì, íå çà-ëåæèòü âiä öèõ ìîìåíòiâ, à âèçíà÷à¹òüñÿ òiëüêè éìîâiðíîñòÿìèîäåðæàííÿ ïåâíèõ ÷èñåë iìïóëüñiâ çà ÷àñ t.Êiëüêiñòü îäåðæàíî¨ ií�îðìàöi¨ It â áiòàõ îá÷èñëþ¹òüñÿ çà�îðìóëîþ Øåííîíà [12℄, ÿêà â çàñòîñóâàííi äî IÏË íàáóâà¹ íà-ñòóïíîãî âèãëÿäó: It = �Xn�0 Pt(n) log2 Pt(n); (2.12)äå Pt(n) äà¹òüñÿ �îðìóëàìè (2.4). Êîðèñòóþ÷èñü ìîâîþ ñòàòè-ñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, ìîæíà ñêàçàòè, ùî �It äà¹ åíòðîïiþ ìíîæèíè



82 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ(àíñàìáëþ) ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ñïîñòåðåæåííÿ. Ïiñëÿ ïðîâå-äåííÿ ñïîñòåðåæåííÿ îäåðæó¹òüñÿ îäèí êîíêðåòíèé ðåçóëüòàò, iåíòðîïiÿ îáåðòà¹òüñÿ â íóëü3. Ñàìå òîìó iíêîëè äëÿ êiëüêîñòiií�îðìàöi¨ âæèâà¹òüñÿ òåðìií �íåãåíòðîïiÿ� [13℄.Ïðèðîäíî, ÿêùî ïðè çáiëüøåííi òðèâàëîñòi ñïîñòåðåæåííÿ áó-äå çáiëüøóâàòèñü i îäåðæàíà êiëüêiñòü ií�îðìàöi¨. Â öüîìó ðîç-äiëi íàøîþ ìåòîþ áóäå âèçíà÷èòè, ÿê øâèäêî çáiëüøó¹òüñÿ êiëü-êiñòü ií�îðìàöi¨, êîëè äîâæèíà iíòåðâàëó ñïîñòåðåæåííÿ çà ïó-àññîíiâñüêèì ïðîöåñîì ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi. Iíøèìè ñëîâàìè,ìè öiêàâèìîñü àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ �óíêöi¨ It. Ñïî÷àòêóñëiä ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî ðÿä â �îðìóëi (2.12) çáiãà¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü �t. Åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿä (2.12) ïðè-âîäèòüñÿ äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:It = 1ln 2 0��t(1� ln�t) +Xn�0 e��t (�t)nn! ln(n!)1A : (2.13)Äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíîñòi ðÿäó â (2.13) âèêîðèñòà¹ìî îçíàêó Ä'À-ëàìáåðà: limn!1 anan+1 = limn!1 (�t)nn! ln(n!)(�t)n+1(n+1)! ln((n + 1)!) == limn!1 n + 1�t ln(n!)ln(n!) + ln(n+ 1) = limn!1 n + 1�t 11 + ln(n+1)ln(n!) =1:Áóëî âèêîðèñòàíî ãðàíèöþ limn!1 ln(n+1)ln(n!) = 0, ÿêà âèïëèâà¹ ç íå-ðiâíîñòi n! > 2n, ÿêùî n � 4. Îòæå, âèçíà÷åíà �îðìóëîþ (2.12)êiëüêiñòü ií�îðìàöi¨ iñíó¹ äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ �t.Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ �t = X. Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäií-êó �óíêöi¨ It òîäi ìîæíà ïîäàòè â òåðìiíàõ X, òîáòî ñåðåäíüî¨3Âiäçíà÷èìî, ùî â äàíié ïîñòàíîâöi ïèòàííÿ êiëüêiñòü îäåðæàíî¨ â ðå-çóëüòàòi êîíêðåòíîãî ñïîñòåðåæåííÿ ií�îðìàöi¨ íå çàëåæèòü íå òiëüêè âiäòîãî ÿê îêðåìi iìïóëüñè ðîçòàøîâàíi â ÷àñi, àëå i âiä òîãî, ñêiëüêè ¨õ âñüîãîîäåðæàíî çà ÷àñ t ó äàíîìó êîíêðåòíîìó ñïîñòåðåæåííi.



2.3 Öèêëi÷íèé ïóàññîíiâñüêèé ëi÷èëüíèê 83êiëüêîñòi iìïóëüñiâ, ÿêi îäåðæóþòüñÿ çà ÷àñ ñïîñòåðåæåííÿ, â òà-êié �îðìi: It = log2p2�X + �(X) log2 e; X = �t; (2.14)äå �óíêöiÿ �(t) ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ X çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíóîöiíêó: O(1=X) � �(X) � 1 + O(1=X):Áiëüø òî÷íå �îðìóëþâàííÿ òâåðäæåííÿ (2.14) i éîãî äîâåäåííÿâèíåñåíî â Äîäàòîê B.1. Ç (2.14) âèõîäèòü: ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ií-�îðìàöi¨ íà îäèí iìïóëüñ, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ïðè ñïîñòåðåæåííi çàïóàññîíiâñüêèì ïðîöåññîì, ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè ÷àñ íåïåðåðâíî-ãî ñïîñòåðåæåííÿ ïðÿìó¹ äî áåçìåæíîñòi:limt!1 It=t = 0: (2.15)Öÿ ñèòóàöiÿ ïðèíöèïîâèì ÷èíîì âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñèòóàöi¨ ïðèïåðåäà÷i òåêñòîâèõ �àéëiâ [12℄, êîëè ïåðåäàíà ií�îðìàöiÿ ëiíié-íî çðîñòà¹ ç êiëüêiñòþ ïåðåäàíèõ ñèìâîëiâ i çàìiñòü íóëÿ â (2.15)áóäå îäåðæàíî äîäàòíþ âåëè÷èíó.2.3 Öèêëi÷íèé ïóàññîíiâñüêèéëi÷èëüíèê�îçãëÿíåìî ñèñòåìó, íàáið ñòàíiâ ÿêî¨ ñêií÷åííèé4 : f0; 1; 2; : : :; k�1g, à ãðà� ïåðåõîäiâ çîáðàæåíî íà Ìàë. 2.2. Òàêó ñèñòåìó ìîæíàíàçâàòè öèêëi÷íèì ëi÷èëüíèêîì. Íåõàé ëi÷èëüíèê ïåðåáóâà¹ ïiäâïëèâîì ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó â òîìó ñåíñi, ùî êîæåí iìïóëüñïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó âèêëèêà¹ ïåðåõiä öèêëi÷íîãî ëi÷èëüíè-êà â ñóñiäíié ñòàí çãiäíî ç ãðà�îì ïåðåõîäiâ. Òàêèé ëi÷èëüíèêáóäåìî íàçèâàòè öèêëi÷íèì ïóàññîíiâñüêèì ëi÷èëüíèêîì (ÖÏË).4Ñèñòåìà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â öüîìó ðîçäiëi, îñêiëüêè ìà¹ áåçïîñåðåäí¹ âiä-íîøåííÿ äî ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ.
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.Ìàë. 2.2. �ðà� ïåðåõîäiâ ÖÏËÖÏË ïîðîäæó¹ ç ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó nt íîâèé ñòîõàñòè-÷íèé ïðîöåñ n
t , äå 0 � n
t < k äëÿ áóäü-ÿêîãî t. Öåé ïðîöåñáóäå ìàðêiâñüêèì, îñêiëüêè ïåðåõiä ÖÏË ç ñòàíó n0 â ñòàí n íàïðîìiæêó [t0; t℄ çàëåæèòü âiä òîãî, ñêiëüêè iìïóëüñiâ çà öåé ïðîìi-æîê îäåðæàíî âiä âiäïîâiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó. Îñòàíí¹æ çàëåæèòü òiëüêè âiä âåëè÷èíè t� t0. Îòæå, çíàííÿ ñòàíiâ ÖÏËâ ìîìåíòè, ÿêi ïåðåäóþòü t0, íå âïëèâà¹ íà ïðîãíîç éîãî ñòàíóâ ìîìåíò t, ÿêùî â ìîìåíò t0 éîãî ñòàí âiäîìèé. Òàêèì ÷èíîì,ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ, ïîðîäæåíèé ñòàíàìè ÖÏË, ïîâíiñòþ âèçíà-÷à¹òüñÿ íàáîðîì ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåép
(n; t j n0; t0); t0 � t; n; n0 2 f0; 1; 2; : : :; k � 1g:Øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ äëÿ ÖÏË äàþòüñÿ âèðàçîìr+l = �; l = 0; 1; : : : ; k � 1;äå � � iíòåíñèâíiñòü âiäïîâiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó. Áà-ëàíñíå ðiâíÿííÿ äëÿ ÖÏË ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:ddtp
(n; t j n0; t0) == ��p
(n; t j n0; t0) + �p
(n k� 1; t j n0; t0); (2.16)



2.3 Öèêëi÷íèé ïóàññîíiâñüêèé ëi÷èëüíèê 85äå 0 � n, n0 < k, t0 � t, i n k� l îçíà÷à¹ âiäíiìàííÿ ïî ìîäóëþ k:ÿêùî n; l 2 f0; 1; 2; : : :; k� 1g i n� l � 0, òî n k� l = n� l, ÿêùî æn � l < 0, òî n k� l = n � l + k: �îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ìà¹ òàêèéâèãëÿä:p
(n; t j n0; t0) = e��(t�t0 ) Xm�0 (�(t� t0))n k�n0+km(n k� n0 + km)! ; (2.17)â ÷îìó ìîæíà ïåðåñâiä÷èòèñü ïðÿìîþ ïiäñòàíîâêîþ (2.17) ó (2.16).Íàïðèêëàä, äëÿ n = n0p
(n; t j n; t0) = e��(t�t0 ) + e��(t�t0)Xl�1 (�(t � t0))kl(kl)! ;ddtp
(n; t j n; t0) == ��p
(n; t j n; t0) + �e��(t�t0 )Xl�1 (�(t � t0))kl�1(kl � 1)! == ��p
(n; t j n; t0) + �e��(t�t0 )Xl�1 (�(t � t0))k�1+k(l�1)(k � 1 + k(l � 1))! == ��p
(n; t j n; t0) + �e��(t�t0 )Xl�0 (�(t � t0))k�1+kl(k � 1 + kl)! == ��p
(n; t j n; t0) + �e��(t�t0 )Xl�0 (�(t � t0))(n k�1) k�n+kl((n k� 1) k� n+ kl)! == ��p
(n; t j n; t0) + �p
(n k� 1; t j n; t0):Òóò âðàõîâàíî, ùî (n k� 1) k� n = k�1. Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿâèïàäîê n 6= n0. Ïðè öüîìó ñëiä âðàõóâàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:n k� n0 � 1 = (n k� 1) k� n0; ÿêå ìîæíà ïåðåâiðèòè îêðåìî äëÿn < n0 i n > n0.



86 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ2.4 Ií�îðìàöiÿ öèêëi÷íîãîïóàññîíiâñüêîãî ëi÷èëüíèêàÄëÿ îöiíêè, ñêiëüêè ií�îðìàöi¨ ìîæå îäåðæàòè ÖÏË âiä âiäïî-âiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó, ââåäåìî íàñòóïíi éìîâiðíîñòi:P 
t (n) = p
(n; t j 0; 0); 0 � n < k:Ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi (2.17) îäåðæóþòüñÿ ç íèõ çà �îðìóëàìèp
(n; t j n0; t0) = P 
t�t0 (n k� n0): (2.18)ßêùî ÖÏË âìèêà¹òüñÿ ïðè t = 0 â ñòàíi 0, òî êiëüêiñòü ií�îð-ìàöi¨ â áiòàõ, ÿêó âií îäåðæó¹ â ðåçóëüòàòi ðîáîòè ïðîòÿãîì ÷àñót, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà �îðìóëîþI
t = � X0�m<kP 
t (m) log2 P 
t (m): (2.19)Âåëè÷èíè P 
t (m), äå t > 0, çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi îáìåæåííÿ:X0�m<kP 
t (m) = 1; 0 < P 
t (m) < 1; m = 0; 1; : : : ; k� 1: (2.20)Äîñëiäæóþ÷è I
t ÿê �óíêöiþ k çìiííèõ P 
t (m) íà óìîâíèé åêñ-òðåìóì ïðè óìîâàõ (2.20), äîõîäèìî âèñíîâêó:0 < I
t � log2 k; (2.21)ïðè÷îìó íàéáiëüøå çíà÷åííÿ äîñÿãà¹òüñÿ ïðè P 
t (m) = 1=k äëÿâñiõ m. Îòæå, äëÿ ÖÏË ií�îðìàöiÿ, îäåðæàíà âiä ïóàññîíiâñüêî-ãî ïðîöåñó, îáìåæåíà âåëè÷èíîþ log2 k íåçàëåæíî âiä òðèâàëîñòiñïîñòåðåæåííÿ. Òàêà âiäìiííiñòü âiä IÏË çðîçóìiëà, îñêiëüêè ïðèïåðåõîäi äî ñòàíó 0 ÖÏË âòðà÷à¹ ií�îðìàöiþ, îäåðæàíó â ïîïåðå-äíüîìó öèêëi5. Cåðåäíÿ ií�îðìàöiÿ íà îäèí îäåðæàíèé iìïóëüñïðÿìó¹ äî íóëÿ ÿê 1=t, êîëè t!1.5Òî÷íiøå, ñòàí ÖÏË íå çáåðiãà¹ ií�îðìàöi¨ ïðî êiëüêiñòü ïðîéäåíèõ íèìïîâíèõ öèêëiâ.



2.5 Öèêëi÷íèé + iíòåãðàëüíèé ëi÷èëüíèê 87Çàóâàæèìî, ùî ïðè t ! 1 âåëè÷èíè P 
t (m) íàáóâàþòü ñâî¨õñòàöiîíàðíèõ çíà÷åíü, ðiâíèõ 1=k. Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæå-ííÿ ñëiä äîâåñòè ñïiââiäíîøåííÿlimt!1P 
t (n) = limX!1 e�X Xm�0 Xkm+n(km+ n)! = 1k (2.22)äëÿ êîæíîãî n = 0; 1; : : : ; k � 1: Äîâåäåííÿ îñòàííüîãî áàçó¹òüñÿíà íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.Íåõàé f(i) � ïåðiîäè÷íà �óíêöiÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó, i,ç ïåðiîäîì k, ò.ò. f(i+ k) = f(i) äëÿ âñiõ i = 1; 2; 3; : : : : ÒîäilimX!1 e�XXi�0 Xii! f(i) = 1k X0�i<k f(i): (2.23)Äîâåäåííÿ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ âèíåñåíî â Äîäàòîê B.2.Äëÿ äîâåäåíÿ (2.22) íà îñíîâi (2.23), çàäàâøè äåÿêå n, 0 � n <k, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïåðiîäè÷íó �óíêöiþ f : f(i) = 1; ÿêùîîñòà÷à âiä äiëåííÿ i íà k äîðiâíþ¹ n i f(i) = 0 äëÿ âñiõ iíøèõçíà÷åíü i. Àáî f(i) = (1; ÿêùî i = n (mod k)0; ÿêùî i 6= n (mod k): (2.24)Ôóíêöiÿ f(i), îçíà÷åíà â (2.24), � ïåðiîäè÷íà. Ñïiââiäíîøåííÿ(2.22) ïåðåïèñó¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì f(i) ó òàêîìó âèãëÿäi:limt!1P 
t (n) = limX!1e�XXi�0 Xii! f(i) = 1k ;äå âðàõîâàíî (2.23). Îòæå, â ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi îäíîêðàòíåñïîñòåðåæåííÿ çà ñòàíîì ÖÏË äà¹ ií�îðìàöiþ log2 k.2.5 ÖÏË + iíòåãðàëüíèé ëi÷èëüíèê�îçãëÿíåìî öèêëi÷íèé ïóàññîíiâñüêèé ëi÷èëüíèê iç äîâæèíîþöèêëó k i iíòåíñèâíiñòþ �, ÿêèé ùîðàçó ïðè ïåðåõîäi ç ñòàíó



88 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâl3 l2 l13 3 1 e��(t3�t0) (�(t2�t1))22! �(t1 � t0)3 3 0 e��(t3�t0) (�(t2�t1))33!3 2 1 e��(t3�t0)�(t3 � t2)�(t2 � t1)�(t1 � t0)3 2 0 e��(t3�t0)�(t3 � t2) (�(t2�t1))22!2 2 1 e��(t3�t0)�(t2 � t1)�(t1 � t0)2 2 0 e��(t3�t0) (�(t2�t1))22!Òàáë. 2.1. Îêðåìi äîäàíêè â �îðìóëi (2.27)k � 1 â ñòàí 0 ïîñèëà¹ âèõiäíèé iìïóëüñ. Öi âèõiäíi iìïóëüñè ðà-õóþòüñÿ iíòåãðàëüíèì ëi÷èëüíèêîì. Òàêèì ÷èíîì óòâîðþ¹òüñÿíîâèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ çìiíè ñòàíiâ iíòåãðàëüíîãî ëi÷èëüíè-êà, iíøèìè ñëîâàìè � ïðîöåñ îäåðæàííÿ iíòåãðàëüíèì ëi÷èëü-íèêîì iìïóëüñiâ âiä ÖÏË. Îòæå, óòâîðþ¹òüñÿ íîâà ñèñòåìà, ñòà-íè ÿêî¨ õàðàêòåðèçóþòüñÿ êiëüêiñòþ iìïóëüñiâ, íàêîïè÷åíèõ â ií-òåãðàëüíîìó ëi÷èëüíèêó. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ áóäåìî ïîçíà÷àòè öþñèñòåìó ÿê ÖÏËI. �ðà� ïåðåõîäiâ òàêî¨ ñèñòåìè ñïiâïàäà¹ ç ãðà-�îì äëÿ IÏË. �àçîì ç òèì, îñêiëüêè â ñòàíi ÖÏËI âiäñóòíÿ ií-�îðìàöiÿ ïðî ñòàí âiäïîâiäíîãî ÖÏË, ÿêèé âïëèâà¹ íà øàíñèïåðåõîäó ÖÏËI â íàñòóïíèé ñòàí, òî ìîæíà î÷iêóâàòè ïîðóøå-ííÿ âëàñòèâîñòi ìàðêîâîñòi äëÿ ÖÏËI. Ïåðåñâiä÷èìîñü â öüîìó.Íåõàé p
i(nm; tm; : : : ;n1; t1;n0; t0) ïîçíà÷à¹ áàãàòî÷àñîâi �óíêöi¨ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé äëÿ ÖÏËI. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿìp
i(nm; tm; : : : ;n1; t1;n0; t0) == Xnmk�lm<(nm+1)k � � � Xn0k�l0<(n0+1)k p(lm; tm; : : : ; l0; t0); (2.25)



2.5 Öèêëi÷íèé + iíòåãðàëüíèé ëi÷èëüíèê 89äå p(lm; tm; : : : ; l0; t0) � áàãàòî÷àñîâi �óíêöi¨ ðîçïîäiëó íà âõî-äi ÖÏËI. Îñòàííi, çàâäÿêè ìàðêîâîñòi âõiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãîïðîöåñó, ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi, ÿê ó �îðìóëi(1.6). Ñàìi æ ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi äàþòüñÿ âèðàçàìè (2.3). �îç-ãëÿíåìî, íàïðèêëàä, �óíêöiþ âèãëÿäó p
i(1; t3; 1; t2; 0; t1; 0; t0).�iâíÿííÿ (2.25) äà¹ äëÿ íå¨ ïðè k = 2p
i(1; t3; 1; t2; 0; t1; 0; t0) = (2.26)= X2�l3<42�l2<40�l1<20�l0<2 p(l3; t3 j l2; t2)p(l2; t2 j l1; t1)p(l1; t1 j l0; t0)p(l0; t0);äå ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi äàþòüñÿ �îðìóëàìè (2.3), à âiäíîñíî ïî-÷àòêîâîãî ðîçïîäiëó ñëiä çðîáèòè ÿêåñü ïðèïóùåííÿ. Íàéïðîñòi-øå ââàæàòè, ùî t0 � öå ìîìåíò ïî÷àòêó ðàõóíêó íà âõîäi ÖÏËI.Òîäi p(0; t0) = 1, p(l; t0) = 0 ïðè l � 1. Â öüîìó âèïàäêó ç (2.26)ìà¹ìî: p
i(1; t3; 1; t2; 0; t1; 0; t0) = (2.27)= X2�l3<42�l2<40�l1<2 p(l3; t3 j l2; t2)p(l2; t2 j l1; t1)p(l1; t1 j 0; t0);ïðè÷îìó l1 � l2 � l3. Ïiäñòàâèâøè (2.3) â (2.27), ìà¹ìî (äèâ.Òàáë.2.1):p
i(1; t3; 1; t2; 0; t1; 0; t0) = e��(t3�t0)�2(t2 � t1)3! �� �6�(t3 � t2)(t1 � t0) + 3�(t3 � t2)(t2 � t1) + 3�(t2 � t1)(t1 � t0)++ �(t2 � t1)2 + 6(t1 � t0) + 3(t2 � t1)�: (2.28)



90 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâl2 l13 1 e��(t2�t0) (�(t2�t1))22! �(t1 � t0)3 0 e��(t2�t0) (�(t2�t1))33!2 1 e��(t2�t0)�(t2 � t1)�(t1 � t0)2 0 e��(t2�t0) (�(t2�t1))22!Òàáë. 2.2. Îêðåìi äîäàíêè â �îðìóëi (2.29)Àíàëîãi÷íî (äèâ. Òàáë.2.2):p
i(1; t2; 0; t1; 0; t0) = X2�l2<40�l1<2 p(l2; t2 j l1; t1)p(l1; t1 j 0; t0) == e��(t2�t0)�2(t2 � t1)3! (3�(t2 � t1)(t1 � t0)++�(t2 � t1)2 + 6(t1 � t0) + 3(t2 � t1)): (2.29)Ç (2.28), (2.29) ìà¹ìî:p
i(1; t3 j 1; t2; 0; t1; 0; t0) = p
i(1; t3; 1; t2; 0; t1; 0; t0)p
i(1; t2; 0; t1; 0; t0) == e��(t3�t2) 1 + 3�(t3 � t2) 13 + �(t2�t1)(t2�t0+2(t1�t0))t2+t1�2t0 ! :Îñòàííié âèðàç ìà¹ ÿâíó çàëåæíiñòü âiä t1 i t0, îòæå, óìîâà ìàð-êîâîñòi (1.5) òóò ïîðóøó¹òüñÿ. Öå i çðîçóìiëî, îñêiëüêè îïèñ ñòà-íó ñèñòåìè âèêëþ÷íî â òåðìiíàõ âèõiäíèõ iìïóëüñiâ ÖÏËI íåâðàõîâó¹ âíóòðiøíié ñòàí ÖÏË, ÿêèé iñòîòíiì ÷èíîì âïëèâà¹ íàâèõiäíó àêòèâíiñòü ÖÏËI. Ií�îðìàöiÿ ïðî ñòàíè ÖÏËI â ïîïåðå-äíi ìîìåíòè, (t1; t0), ìîæå çìåíøèòè íåâèçíà÷åíiñòü ñòàíó ÖÏËó ìîìåíò t2 (ïîðiâíÿòè ç ïðèìiòêîþ íà ñ. 15).



2.5 Öèêëi÷íèé + iíòåãðàëüíèé ëi÷èëüíèê 91Îá÷èñëèìî ñåðåäíþ êiëüêiñòü iìïóëüñiâ íà âèõîäi ÖÏËI íàiíòåðâàëi [t1; t0℄ â ñòàöiîíàðíîìó ðåæèìi, òîáòî ïðîöåñ ðîçïî÷àâñÿíàáàãàòî ðàíiøå âiä t0. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïîêàçàííÿ ÖÏËI íàöüîìó ïðîìiæêó çìiíÿòüñÿ âiä n äî n +�, äà¹òüñÿ �îðìóëîþp
i(n+�; t1;n; t0) = Xnk�l0<(n+1)k(n+�)k�l1<(n+�+1)k p(l1; t1 j l0; t0)p(l0; t0);(2.30)äå p(l1; t1 j l0; t0) äàþòüñÿ �îðìóëàìè (2.3). Éìîâiðíîñòi p(l0; t0)çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Xnk�l0<(n+1)k p(l0; t0) = 1:ßâíi âåëè÷èíè p(l0; t0) çàëåæàòü âiä t0 i íàáëèæàþòüñÿ äî ñâî¨õñòàöiîíàðíèõ çíà÷åíü, ÿê ó �îðìóëi (2.23). ßêùî ïðîöåñ âèéøîâíà ñòàöiîíàðíèé ðåæèì, òî p(l0; t0) = 1=k. Ïîçíà÷èìî j0 = l0�nk,j1 = l1 � (n + �)k i ïîêëàäåìî t0 = 0, t1 � t0 = t. Òîäi (2.30)ïåðåïèøåòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:p
i(�; t) = 1k X0�j0<k0�j1<k e��t (�t)k�+j1�j0(k�+ j1 � j0)! ; (2.31)äå p
i(�; t) = p
i(n +�; t;n; 0), n � äîâiëüíå. Îòæå, â ñòàöiîíàð-íîìó ðåæèìi éìîâiðíiñòü îäåðæàòè ïåâíó êiëüêiñòü iìïóëüñiâ �çà ïåâíèé iíòåðâàë çàëåæèòü òiëüêè âiä � i äîâæèíè iíòåðâàëó.Îñòàííié âèðàç ìîæíà òàêîæ ïîäàòè â òàêîìó âèãëÿäi:p
i(�; t) = 1ke��t k�1XÆ=1�k (�t)k�+Æ(k�+ Æ)! (k � jÆj):Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü iìïóëüñiâ íà âèõîäi ÖÏËI â ñòàöiîíàðíîìó ðå-æèìi çà ÷àñ t îá÷èñëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:�t = 1k e��t X��0� k�1XÆ=1�k (�t)k�+Æ(k�+ Æ)! (k � jÆj) = �k t: (2.32)



92 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÄëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ñëiä îá÷èñëèòè âèãëÿä äîäàíêàç (�t)m, äå m = 1; 2; : : : â ïîäâiéíié ñóììi. Íåõàé m = kl+ 
, äå li 
 öiëi, 0 < 
 < k. Òîäi � = l+ 
�Æk . Íàéìåíøå öiëå çíà÷åííÿ 
�Ækäîðiâíþ¹ 0 ïðè Æ = 
, íàéáiëüøå � 1 ïðè Æ = 
 � k. Îòæå, äëÿiíäåêñiâ (�; Æ) ¹ äâi ìîæëèâîñòi: � = l; Æ = 
 i � = l+1; Æ = 
�k.Âiäïîâiäíi äâà äîäàíêè ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:(�t)kl+
(kl+ 
)! l(k � 
) + (�t)kl+
(kl+ 
)!(l + 1)(k � j
� kj) == (�t)kl+
(kl + 
)! l(k � 
) + (�t)kl+
(kl + 
)!(l + 1)
 = (�t) (�t)kl+
�1(kl + 
� 1)! :ßêùî m = kl, òî ¹ ëèøå îäèí íàáið iíäåêñiâ: � = l; Æ = 0. Âiäïî-âiäíèé äîäàíîê ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:(�t)kl(kl)! lk = (�t) (�t)kl�1(kl� 1)! :Îòæå, ïîäâiéíà ñóììà çãîðòà¹òüñÿ äî (�t) e(�t), ùî äîâîäèòü (2.32).Âèñíîâîê (2.32) ìîæíà îäåðæàòè i ç áiëüø åëåìåíòàðíèõ ìið-êóâàíü, ÿêùî âðàõóâàòè, ùî äëÿ îäåðæàííÿ îäíîãî iìïóëüñó íàâèõîäi ÖÏËI íà éîãî âõiä ìà¹ ïðèéòè k iìïóëüñiâ. Àíàëîãi÷íîìîæíà ïðèéòè äî âèñíîâêó, ùî ñåðåäíié iíòåðâàë ìiæ âèõiäíè-ìè iìïóëüñàìè ñêëàäà¹ k=�. Öåé ñàìèé âèñíîâîê ìîæíà îòðèìà-òè iíøèì øëÿõîì, êîðèñíèì äëÿ ïîäàëüøîãî ìàòåðiàëó. Çãiäíîç îçíà÷åííÿì, ñåðåäí¹ ÷èñëî N(T ) âèõiäíèõ iìïóëüñiâ ÖÏËI çàïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó T âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:N(T ) = limM!1 1M X1�i�M Ni(T ); (2.33)äå i íóìåðó¹ âèïðîáîâóâàííÿ, à Ni(T ) � ÷èñëî iìïóëüñiâ, ÿêåîäåðæó¹òüñÿ â i-ìó âèïðîáîâóâàííi. Ïðîìiæîê T ìîæíà ðîçáèòèíà ÷àñòèíè dtl, äîâæèíîþ T=L êîæíà. ÒîäiNi(T ) = X1�l�LNi(dtl); (2.34)



2.5 Öèêëi÷íèé + iíòåãðàëüíèé ëi÷èëüíèê 93äå Ni(dtl) � ÷èñëî iìïóëüñiâ, îäåðæàíå íà iíòåðâàëi dtl â i-ìóâèïðîáîâóâàííi. Ïiäñòàâèâøè (2.34) â (2.33), îäåðæèìîN(T ) = X1�l�L limM!1 1M X1�i�M Ni(dtl): (2.35)Âèðàç limM!1 1M X1�i�M Ni(dtl) = p(dtl)äà¹ ñåðåäíþ êiëüêiñòü iìïóëüñiâ â iíòåðâàëi dtl, àáî, ïðè ìàëîìódtl, éìîâiðíiñòü îäåðæàòè âèõiäíèé iìïóëüñ â öüîìó iíòåðâàëi. Öÿéìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi îäåðæàòè â dtl âõiäíèé iìïóëüñiç íîìåðîì, êðàòíèì k. Éìîâiðíiñòü îäåðæàòè â dtl âõiäíèé iì-ïóëüñ äà¹òüñÿ âèðàçîì �dtl+o(dtl); äå � � iíòåíñèâíiñòü âõiäíîãîïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ÖÏËI âèéøîâ íà ñòà-öiîíàðíèé ðåæèì. Òîäi éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âõiäíèé iìïóëüñ ìà¹íîìåð, êðàòíèé k, äîðiâíþ¹ 1=k (äèâ. (2.22)). Âiäïîâiäíî,p(dtl) = �k TL + o(T=L):Ïiäñòàâèâøè öå â (2.35), îäåðæèìî:N(T ) = X1�l�L��k TL + o(T=L)� = L�k TL + Lo(T=L);àáî N(T ) = �kT + Lo(T=L):Îñêiëüêè îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ñïðàâåäëèâå ïðè áóäü-ÿêîìó L,òî ñïðÿìóâàâøè L!1, îäåðæèìî:N(T ) = �kT; äå �k = �=k: (2.36)



94 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ2.6 �îçïîäië ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâÖÏËIÍåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ïîÿâà âèõiäíèõ iìïóëüñiâ ÖÏËI îïèñó-¹òüñÿ íåìàðêiâñüêèì ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì, éîãî ìiæiìïóëüñíiiíòåðâàëè íåçàëåæíi òàê ñàìî, ÿê öå ìà¹ ìiñöå äëÿ ïóàññîíiâñüêî-ãî ïðîöåñó. Äiéñíî, â ìîìåíò t0 ïîÿâè âèõiäíîãî iìïóëüñó ÖÏËIïåðåõîäèòü ó ñòàíäàðòíèé ñòàí � âiäïîâiäíèé ÖÏË ìà¹ ñòàí 0.Îòæå, ó âêàçàíèé ìîìåíò âíóòðiøíié ñòàí ÖÏËI ñòà¹ âiäîìèì.Ïîÿâà íàñòóïíîãî âèõiäíîãî iìïóëüñó òîäi ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿïîâåäiíêîþ âõiäíîãî ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó äëÿ ìîìåíòiâ t > t0.Éìîâiðíiñòü îäåðæàòè íàñòóïíèé âèõiäíèé iìïóëüñ ÷åðåç ÷àñ täîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi îäåðæàòè íà âõîäi ÖÏËI íà iíòåðâàëi ℄0; t[k � 1 iìïóëüñ i ùå îäèí ó ìîìåíò t. Öÿ éìîâiðíiñòü äà¹òüñÿ �îð-ìóëîþ (2.6). Îòæå, �óíêöiÿ ðîçïîäiëó ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâíà âèõîäi ÖÏËI ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:Pk(t) dt = e��t (�t)k�1(k � 1)!� dt: (2.37)Çà äîïîìîãîþ îñòàííüî¨ �îðìóëè ìîæíà ùå ðàç çíàéòè ñåðåäíiéìiæiìïóëüñíèé iíòåðâàë Wk:Wk = 1Z0 Pk(t) t dt = k�;ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç (2.32),(2.36). Ïðèêëàäè ãðà�iêiâ �óíêöi¨ Pk(t)ïîäàíî íà Ìàë. 2.3. Ïðè � = 1 ðîçïîäië (2.37) íàçèâà¹òüñÿ  àììà-ðîçïîäiëîì (
-ðîçïîäiëîì) ïîðÿäêó k.2.7 Ií�îðìàöiÿ ÖÏËIÄëÿ ñïðîùåííÿ �îðìóë áóäåìî ââàæàòè, ùî â íóëüîâèé ìîìåíò÷àñó ÖÏË ïåðåáóâà¹ â ñòàíi 0: p(0; 0) = 1. Òîäi çàìiñòü (2.31)
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3 ÷àñ/ñÌàë. 2.3. �ðà�iê �óíêöi¨ Pk(t) ïðè � = 1 ñ�1. 1: k = 2, 2: k = 3, 3:k = 4.îäåðæèìî: p
i(n; t) = e�X X0�j<k Xnk+j(nk + j)! ; X = �t: (2.38)Êiëüêiñòü ií�îðìàöi¨, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ïðè ñïîñòåðåæåííi çàÖÏËI ïðîòÿãîì ÷àñó t, äà¹òüñÿ, àíàëîãi÷íî (2.12), íàñòóïíîþ �îð-ìóëîþ: I
it = �Xn�0 p
i(n; t) log2 p
i(n; t): (2.39)Çàïèøåìî îçíà÷åííÿ ií�îðìàöi¨ iíòåãðàëüíîãî ïóàññîíiâñüêîãîëi÷èëüíèêà (2.12) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:It ln 2 = �e�X Xn�0 X0�j<k Xnk+j(nk + j)! ln e�X Xnk+j(nk + j)!i ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ(I
it � It) ln 2 == �e�X Xn�0 X0�j<k Xnk+j(nk + j)! ln X0�i<k Xi�j(nk + j)!(nk + i)! : (2.40)



96 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÍàñ öiêàâèòü àñèìïòîòèêà âèðàçó (2.40), êîëè X ïðÿìó¹ äî áåçìå-æíîñòi, îñêiëüêè âîíà õàðàêòåðèçó¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó I
it .Çàóâàæèìî, ùî ïðè äîñëiäæåííi àñèìïòîòèêè ìîæíà âiäêèíóòèáóäü-ÿêó ñêií÷åííó (íàïåðåä �iêñîâàíó) ñóêóïíiñòü äîäàíêiâ â(2.40), îñêiëüêè, çàâäÿêè ìíîæíèêó e�X , ¨õ âíåñîê ïðÿìó¹ äî íó-ëÿ. Òàêîæ äëÿ ñïðîùåííÿ �îðìóë, íà âiäìiíó âiä Äîäàòêó B.1, ìèíå áóäåìî çáåðiãàòè äîäàíêè, ÿêi ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè X !1.Â Äîäàòêó B.3 äîâåäåíî ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíî¨ îöiíêè:�k + 1 � (I
it � It) ln 2 � � ln k: (2.41)Ç îñòàííüîãî âèïëèâà¹ íàñòóïíà îöiíêàIt � (k � 1) log2 e � I
it � It � log2 k; (2.42)ñïðàâåäëèâà ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí, ÿêi ïðÿìóþòü äî íóëÿ, êîëèt!1.2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîíÊîíöåïöiþ çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíà çàïðîïîíîâàíî [15℄ äëÿ àíàëi-çó çàêîíîìiðíîñòåé îáðîáêè ñèãíàëiâ ðåàëüíèìè íåéðîíàìè. Âðåàëüíîìó íåéðîíi âõiäíi iìïóëüñè çàïàì'ÿòîâóþòüñÿ íà äåÿêèé÷àñ çà äîïîìîãîþ åëåêòðîõiìi÷íèõ ïåðåõiäíèõ ïðîöåñiâ, òàê çâà-íèõ çáóäæóâàëüíèõ ïîñòñèíàïòè÷íèõ ïîòåíöiàëiâ (ÇÏÑÏ). ßêùîïðîòÿãîì ïåâíîãî ÷àñîâîãî iíòåðâàëó â íåéðîíi ïðèñóòíÿ çíà÷íàêiëüêiñòü (N0) ÇÏÑÏ, òî âií ïîñèëà¹ âèõiäíèé iìïóëüñ (ñòðiëÿ¹).Àëå îñêiëüêè àìïëiòóäà ÇÏÑÏ ç ÷àñîì çìåíøó¹òüñÿ (âîíè ðîç-ïàäàþòüñÿ), òî ïðè íåäîñòàòíüî ÷àñòèõ âõiäíèõ iìïóëüñàõ âèõi-äíi áóäóòü ïðàêòè÷íî âiäñóòíi. Íàâïàêè, ïðè äóæå ÷àñòié âõiäíiéñòèìóëÿöi¨ âèõiäíèé iìïóëüñ áóäå ç'ÿâëÿòèñü ïðàêòè÷íî ïiñëÿ êî-æíèõ N0 âõiäíèõ iìïóëüñiâ6. Öå íàãàäó¹ ÖÏËI, ÿêùî âõiäíà ñòè-6Â ðåàëüíèõ íåéðîíàõ ïðîòÿãîì ïåâíîãî ÷àñó ïiñëÿ ïîñòðiëó ñïîñòåðiãà-¹òüñÿ ñòàí ðå�ðàêöi¨, â ÿêîìó âõiäíi iìïóëüñè íå ñïðèéìàþòüñÿ. Öåé ñòàíîáóìîâëþ¹òüñÿ �içè÷íèìè îáìåæåííÿìè ìåõàíiçìó ãåíåðàöi¨ ñïàéêiâ i äîîáðîáêè ií�îðìàöi¨, çäà¹òüñÿ, íå ìà¹ áåçïîñåðåäíüîãî âiäíîøåííÿ. Âèõîäÿ-÷è ç öüîãî, â äàíîìó ðîçäiëi ââàæà¹òüñÿ, ùî ñòàí ðå�ðàêöi¨ âiäñóòíié.
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-âõiäíèé ïîòiê N0 � ïîðiã

Σ

τ � ïàì'ÿòü âèõiäíèé ïîòiêÌàë. 2.4. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíà. Âõiäíèé iì-ïóëüñ, ïîòðàïèâøè â íåéðîí, ïåðåáóâà¹ â íüîìó ïðîòÿãîì ÷àñó � , ïi-ñëÿ ÷îãî çíèêà¹. � ïîçíà÷à¹ êiëüêiñòü iìïóëüñiâ â íåéðîíi â ïîòî÷íèéìîìåíò ÷àñó. ßê òiëüêè äîñÿãà¹òüñÿ ñèòóàöiÿ � = N0 íåéðîí ñòðiëÿ¹,òîáòî âñi íàÿâíi â íüîìó iìïóëüñè çíèêàþòü, à â âèõiäíîìó ïîòîöi ç'ÿâ-ëÿ¹òüñÿ iìïóëüñ.ìóëÿöiÿ � ïóàññîíiâñüêà. Ïðè ïîìiðíié ñòèìóëÿöi¨ çâ'ÿçóþ÷èéíåéðîí ùîðàçó, êîëè ïîòðiáíà êiëüêiñòü âõiäíèõ ñèãíàëiâ íàäõî-äèòü çà êîðîòêèé ïðîìiæîê ÷àñó, ïîñèëà¹ âèõiäíèé iìïóëüñ. Êà-æóòü, ùî íåéðîí çâ'ÿçó¹ öi âõiäíi iìïóëüñè â ¹äèíó êîìïëåêñíóïîäiþ, çìiñò ÿêî¨ ïîëÿãà¹ ñàìå â ïîÿâi çíà÷íîãî ÷èñëà iìïóëüñiâçà êîðîòêèé ïðîìiæîê ÷àñó. Âèõiäíèé iìïóëüñ ìîæíà ðîçãëÿäàòèÿê àáñòðàêòíèé âèÿâ öi¹¨ ïîäi¨. Ìîäåëü çâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíà (ÇÍ),ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â öüîìó ðîçäiëi, âiäîáðàæà¹ ïåðåðàõîâàíi âëà-ñòèâîñòi â ñïðîùåíîìó âèãëÿäi (Ìàë. 2.4). À ñàìå êîæåí âõiäíèéiìïóëüñ çáåðiãà¹òüñÿ â ÇÍ ó íåçìiííîìó âèãëÿäi ïðîòÿãîì ÷àñó� , ïiñëÿ ÷îãî çíèêà¹. ×àñ � ìîæíà íàçâàòè ïàì'ÿòòþ ÇÍ. ßêùîêiëüêiñòü íàÿâíèõ ó ÇÍ iìïóëüñiâ äîñÿãà¹ ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿN0, òî ÇÍ ïîñèëà¹ âèõiäíèé iìïóëüñ, i âñi íàÿâíi iìïóëüñè çíè-ùóþòüñÿ. ßêùî âõiäíi iìïóëüñè óòâîðþþòü ïóàññîíiâñüêèé ïðî-öåñ, òî òàêèé ÇÍ áóäåìî íàçèâàòè ïóàññîíiâñüêèì (ÏÇÍ). Íàøàìåòà � îõàðàêòåðèçóâàòè âëàñòèâîñòi ïîòîêó âèõiäíèõ iìïóëüñiâÏÇÍ. Çðîçóìiëî, ùî öåé ïîòiê íå áóäå ìàðêiâñüêèì iç òèõ æå ñà-ìèõ ïðè÷èí, ùî i äëÿ ÖÏËI. Àëå, îñêiëüêè äîâæèíè ìiæiìïóëü-ñíèõ iíòåðâàëiâ íà âèõîäi ÏÇÍ íåçàëåæíi, ñòàòèñòèêó âèõiäíèõiìïóëüñiâ, çîêðåìà àíàëîã �îðìóëè (2.4), ìîæå áóòè ïîäàíî ÷åðåçiìîâiðíiñíèé ðîçïîäië âèõiäíèõ iíòåðâàëiâ, ÿê öå çðîáëåíî ïiñëÿ�îðìóëè (2.10) äëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåññó.



98 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ2.8.1 �îçïîäië âèõiäíèõ ìiæiìïóëüñíèõiíòåðâàëiâ ÏÇÍ ïðè N0 = 2�îçãëÿíåìî ÏÇÍ, ÿêèé ñòèìóëþ¹òüñÿ ïóàññîíiâñüêèì ïðîöåñîìiç iíòåíñèâíiñòþ �, ìà¹ ïàì'ÿòü � i ïîðiã N0 = 2. Îòæå, íåéðîíïîñèëà¹ âèõiäíèé iìïóëüñ çàâæäè, êîëè âõiäíèé iìïóëüñ ïðèõî-äèòü ðàíiøå, íiæ ÷åðåç � ïiñëÿ ïîïåðåäíüîãî, à öåé ïîïåðåäíiéiìïóëüñ î÷iêóâàâñÿ äîâøå, íiæ � , àáî iìïóëüñ, çà ÿêèì âií iäåñëiäîì, ñàì áóâ ïðè÷èíîþ âèõiäíîãî iìïóëüñà.Ñòàòèñòèêó âèõiäíèõ iìïóëüñiâ ìîæíà îïèñàòè â òåðìiíàõ iìî-âiðíiñíîãî ðîçïîäiëó ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ íà âèõîäi ÏÇÍ.Äëÿ öüîãî äîñèòü çíàòè éìîâiðíiñòü P (t; � )dt òîãî, ùî ïåðøèéâèõiäíèé iìïóëüñ ç'ÿâèòüñÿ ÷åðåç t ïiñëÿ âêëþ÷åííÿ (ç òî÷íiñòþdt). Âêàçàíó ïîäiþ ìîæíà ðîçáèòè íà ïåâíó êiëüêiñòü àëüòåðíà-òèâ, ïîçíà÷åíèõ íîìåðîì k âõiäíîãî iìïóëüñà, ÿêèé ñïðè÷èíèâïîÿâó âèõiäíîãî. ßñíî, ùî 2 � k � kmax, äåkmax = [t=� ℄ + 2;à [x℄ ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó x. ßêùî ïîçíà÷èòè ìîìåíòè ïîÿâèiìïóëüñiâ ÷åðåç t1; t2; : : : ; tk�1, òî ðåàëiçàöiÿ ïîäi¨ ç íîìåðîì käëÿ �iêñîâàíèõ ìîìåíòiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî iíòåðâàëè [0; t1[,℄t1; t2[; : : : ; ℄tk�1; t[ âiëüíi âiä iìïóëüñiâ, à â iíòåðâàëàõ äîâæèíîþdt1; : : : ; dtk�1; dt â îêîëi ìîìåíòiâ t1,t2; : : : tk�1,t ïðèéøëî ïî îäíî-ìó iìïóëüñó. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó, éìî-âiðíiñòü òàêî¨ ðåàëiçàöi¨ äà¹òüñÿ íàñòóïíèì âèðàçîì:e��t1�dt1e��(t2�t1)�dt2 � � �e��(tk�1�tk�2 )�dtk�1e��(t�tk�1 )�dt;à éìîâiðíiñòü Pk(t; � )dt öi¹¨ ïîäi¨ ïðè áóäü-ÿêèõ äîïóñòèìèõ çíà-÷åííÿõ t1; t2; : : : , tk�1 îá÷èñëþ¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿì öüîãî âèðàçóïî ìíîæèíi (k � 1)-âèìiðíîãî ïðîñòîðó ç êîîðäèíàòàìè t1,t2; : : : ;tk�1, íà ÿêié âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:t1 � 0; t1+ � < t2; : : : ; ti+ � < ti+1; : : : ; tk�2+ � < tk�1 < t; (2.43)



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 99i t� tk�1 < � . Çàóâàæèìî, ùîe��t�k�1 t�(k�2)�Z0 dt1 t�(k�3)�Zt1+� dt2 � � � tZtk�2+� dtk�1�dt == e��t�k�1 (t� (k � 2)� )k�1(k � 1)! �dt: (2.44)ßêùî k = kmax, òî óìîâà (2.43)  àðàíòó¹: (k�1)-é iìïóëüñ ïîòðà-ïèòü â iíòåðâàë ℄t�� ; t[, i ïîÿâà k-ãî iìïóëüñà â ìîìåíò t âèêëè÷åâèõiäíèé iìïóëüñ. Îòæå, â öüîìó âèïàäêóPk(t; � ) dt = e��t�k�1 (t � (k � 2)� )k�1(k � 1)! �dt; k = kmax:ßêùî æ k < kmax, òî iíòåãðàë (2.44) ìiñòèòü òàêîæ i êîí�i-ãóðàöi¨, â ÿêèõ tk�1 < t � � . Äëÿ òàêèõ êîí�iãóðàöié ïîÿâà k-ãîâõiäíîãî iìïóëüñà â ìîìåíò t íå âèêëè÷å âèõiäíîãî iìïóëüñà. Âíå-ñîê òàêèõ íåñïðèÿòëèâèõ êîí�iãóðàöié â iíòåãðàë (2.44) äà¹òüñÿâèðàçîìe��t�k�1 t�(k�1)�Z0 dt1 t�(k�2)�Zt1+� dt2 � � � t��Ztk�2+� dtk�1�dt == e��t�k�1 (t� (k � 1)� )k�1(k � 1)! �dt;ÿêèé ñëiä âiäíÿòè âiä (2.44). Îòæå ïðè 2 � k < kmax:Pk(t; � ) dt == e��t �k�1(k � 1)! �(t � (k � 2)� )k�1 � (t� (k � 1)� )k�1��dt:Ïîâíà éìîâiðíiñòü çíàõîäèòüñÿ ÿê ñóìà éìîâiðíîñòåé àëüòåðíà-òèâ. Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ kmax çìiíþ¹òüñÿ íà 1, êîëè t ïå-ðåõîäèòü ÷åðåç öiëå êðàòíå � . Îòæå äëÿ m = 0; 1; 2; : : : ìîæíà



100 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâñòâåðäæóâàòè: ÿêùî m� < t < (m+ 1)� , òîP (t; � )dt = e��t �m+1(m+ 1)!(t�m� )m+1�dt+ (2.45)+ X2�k�m+1 e��t �k�1(k � 1)! �(t� (k � 2)� )k�1 � (t � (k � 1)� )k�1��dt:Çíàéäåíà �óíêöiÿ P (t; � ) dt ¹ àíàëîãîì �óíêöi¨ P (t) dt, îçíà÷åíî¨â �îðìóëi (2.10) äëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåññó. Ôóíêöiÿ P (t; � )ìà¹ ìàêñèìóì ïðè t = min(�; 1=�). Äîâåäåìî öå. �îçãëÿíåìî ïðèm� < t < (m+ 1)� ïîõiäíóe�� ddtP (t; � ) = P1 + P2 + P3 + P4;äå P1 = �m+1 (t �m� )mm! ; P2 = ��m+2 (t �m� )m+1(m+ 1)! ;P3 = m+1Xk=3 �k�1 �(t� (k � 2) � )k�2 � (t� (k � 1) � )k�2�(k � 2)! ;P4 = �m+1Xk=2 �k �(t� (k � 2) � )k�1 � (t� (k � 1) � )k�1�(k � 1)! :Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ âñiõ t > � e�� ddtP (t; � ) < 0. Òóò m =1; 2; : : : . Ïåðåòâîðèìî P3; P4 íàñòóïíèì ÷èíîì:P3 = mXk=2 �k �(t � (k � 1) � )k�1 � (t� k � )k�1�(k � 1)! ;P4 = P41 + P42; äåP41 = � mXk=2 �k �(t� (k � 2) � )k�1 � (t� (k � 1) � )k�1�(k � 1)! ;P42 = ��m+1 �(t� (m� 1) � )m � (t �m� )m�m! :



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 101�îçãëÿíåìî ñóììó P1+P2+P42. Ïiñëÿ äiëåííÿ/ìíîæåííÿ íà ïî-çèòèâíi êîíñòàíòè öÿ ñóììà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà íàñòóïíèé âèðàç:�� � pm+1 + (�m � 1) (p + 1)m + 2 (m+ 1) pm;äå p = (t�m� )=� < 1. Îñòàííié âèðàç âiä'¹ìíèé, îñêiëüêè ïåðøiäâà äîäàíêè ðîçêëàäó (p+1)m: pm+mpm�1 çíèùóþòü 2 (m+ 1) pm(m > 0). �îçãëÿíåìî òåïåð P3 + P41:mXk=2 �k �� (t� k � )k�1 + 2 (t� (k � 1) � )k�1 � (t� (k � 2) � )k�1�(k � 1)! :Äîâåäåìî, ùî òóò êîæåí äîäàíîê âiä'¹ìíèé. Ïðè m = 2 äîäàíêèâiäñóòíi, ïðè k = 2 âiäïîâiäíèé äîäàíîê � íóëüîâèé äëÿ áóäü-ÿêîãî m. �îçãëÿíåìî 3 � k � m. Ïiñëÿ äiëåííÿ/ìíîæåííÿ íàïîçèòèâíi êîíñòàíòè âiäïîâiäíèé äîäàíîê îäåðæó¹ âèãëÿä� (t� k � )k�1 + 2 (t � (k � 1) � )k�1 � (t� (k � 2) � )k�1 :�îçäiëèìî îñòàííié âèðàç íà (t � (k � 1) � )k�1. Òîäi ñëiä äîâåñòè,ùî �(1 + �� + a)k�1 � (1� �� + a )k�1 + 2 < 0;äå ïîçíà÷åíî a = t � k� . Îñòàíí¹ � î÷åâèäíå: ïðè ðîçêëàäi ïîáiíîìó Íüþòîíà ïåðøîãî äîäàíêó âñi ÷ëåíè � âiä'¹ìíi, äðóãî-ãî � ïîëîâèíà äîäàòíiõ. Äîäàòíi ñêîðîòÿòüñÿ ç âiä'¹ìíèìè, à òi,ùî çàëèøàòüñÿ � çíèùàòü äâiéêó é çàáåçïå÷àòü ñòðîãó íåðiâ-íiñòü. Îòæå, ïðè t > � �óíêöiÿ P (t; � ) ñïàäà¹. Ïîëîæåííÿ ìà-êñèìóìó òîäi âèçíà÷à¹òüñÿ ¨¨ ïîâåäiíêîþ ïðè 0 < t < � . Äëÿòàêèõ t P (t; � ) = � t e�� t: Îñòàííÿ �óíêöiÿ ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà[0; � ℄, ÿêùî 1=� > � , àáî ìà¹ ìàêñèìóì ó òî÷öi t = 1=� ÿêùî,1=� < � . Â ïåðøîìó âèïàäêó P (t; � ) ìà¹ ìàêñèìóì ïðè t = � ,â äðóãîìó � ïðè t = 1=�, ùî i îçíà÷à¹: P (t; � ) ìà¹ ìàêñèìóìâ òî÷öi min(�; 1=�). �ðà�iêè �óíêöi¨ P (t; � ) ïîäàíî íà Ìàë. 2.5.Ïåðåñâiä÷èìîñü, ùî ðîçïîäië éìîâiðíîñòi (2.45) çàäîâîëüíÿ¹ óìî-âó íîðìóâàííÿ 1Z0 P (t; � ) dt = 1: (2.46)
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4÷àñ/ñ ÷àñ/ñÌàë. 2.5. Çëiâà: ãðà�iê �óíêöi¨ P (t; � ) ïðè � = 1 ñ�1, êðèâèì 1, 2, 3,4 âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ � = 0.5 ñ, 1 ñ, 2 ñ, 3 ñ; çïðàâà: ïðè � = 1 ñ,êðèâèì 1, 2, 3, 4 âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ � = 0.5 ñ�1, 1 ñ�1, 2 ñ�1, 3 ñ�1.Áåçïîñåðåäí¹ iíòåãðóâàííÿ (2.45) äà¹ íàñòóïíå:(m+1)�Z0 P (t; � )dt = 1� e�(m+1)�� m+1Xl=0 (�� )l (m� l+ 2)ll! : (2.47)Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ (2.46) ñëiä äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x > 0âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:limm!1 e�(m+1) x m+1Xl=0 xl (m� l+ 2)ll! = 0: (2.48)Äîâåäåííÿ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ âèíåñåíî â Äîäàòîê C.1.Çíàéäåìî òàêîæ àíàëîãè �îðìóë (2.9), (2.11) äëÿ ÏÇÍ. Éìî-âiðíiñòü òîãî, ùî iíòåðâàë ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè âèõiäíèìè iì-ïóëüñàìè íå ïåðåâèùó¹ m� + s, äå 0 � s � � , m = 0; 1; 2; : : :,äà¹òüñÿ âèðàçîìm�+sZ0 P (t; � )dt == 1� e�m����s X0�k�m+1 (�s)(m+1�k)(m+ 1� k)!  1 + kXl=1 (�� )l (k � l)ll! ! :



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 103Çâiäñè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî iíòåðâàë ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè âèõi-äíèìè iìïóëüñàìè ïåðåâèùó¹m�+s, äà¹òüñÿ íàñòóïíèì âèðàçîì:1Zm�+s P (t; � )dt == e�m����s X0�k�m+1 (�s)(m+1�k)(m+ 1� k)!  1 + kXl=1 (�� )l (k � l)ll! ! :Âèõîäÿ÷è ç îñòàííüîãî âèðàçó, ââåäåìî �óíêöiþ fa(t), t � 0, ÿêàäà¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ìiæiìïóëüñíèé iíòåðâàë ïåðåâèùó¹ t, çàíàñòóïíîþ �îðìóëîþ:fa(t) = e�� t X0�k�[t=� ℄ (�s)([t=� ℄+1�k)([t=� ℄ + 1� k)!  1 + kXl=1 (�� )l (k � l)ll! !++ e�� t0�1 + [t=� ℄Xl=1 (�� )l ([t=� ℄ + 1� l)ll! 1A ; (2.49)äå [x℄ ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà x, s = t� [t=� ℄� . �ðà�iêè fa(t)ïðè ðiçíèõ �, � ïîäàíî íà Ìàë. 2.6.2.8.2 Ñåðåäíÿ iíòåíñèâíiñòü ïîòîêó âèõiäíèõiìïóëüñiâ ÏÇÍ iç N0 = 2Ç îãëÿäó íà �îðìóëó (2.45) çðîçóìiëî, ùî âèõiäíèé ïðîöåññ ÏÇÍíå áóäå ïóàññîíiâñüêèì. �àçîì iç òèì âií áóäå õàðàêòåðèçóâàòèñüïåâíèì ñåðåäíiì çíà÷åííÿì iíòåðâàëó W ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè âè-õiäíèìè iìïóëüñàìè, à òàêîæ ñåðåäíüîþ iíòåíñèâíiñòþ 1=W . Äëÿîá÷èñëåííÿ W çíàéäåìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîìiæîê ìiæ âè-õiäíèìè iìïóëüñàìè ïåðåâèùó¹ t. Ïîäiÿ �iíòåðâàë [0; t℄ âiëüíèéâiä âèõiäíèõ iìïóëüñiâ� ìîæå ðåàëiçóâàòèñü e ðåçóëüòàòi îäíi¹¨ çàëüòåðíàòèâ: Ït0: �íà [0; t℄ âiäñóòíi âõiäíi iìïóëüñè�; Ït1: �íà [0; t℄îäåðæàíî îäèí âõiäíèé iìïóëüñ�; Ït2: �íà [0; t℄ îäåðæàíî äâà âõi-äíèõ iìïóëüñè, ðîçäiëåíèõ ïðîìiæêîì äîâøèì âiä � �, : : : ; Ïtk: �íà
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1÷àñ/ñ ÷àñ/ñÌàë. 2.6. �ðà�iê �óíêöi¨ fa(t) ïðè � = 1:1 ñ, êðèâèì 1, 2, 3, 4 âiä-ïîâiäàþòü çíà÷åííÿ � = 0.5 ñ�1, 1 ñ�1, 2 ñ�1, 3 ñ�1; ïðè � = 0:5 ñ�1,êðèâèì 1, 2, 3, 4 âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ � = 0.5 ñ, 1 ñ, 2 ñ, 3 ñ.[0; t℄ îäåðæàíî k âõiäíèõ iìïóëüñiâ, ðîçäiëåíèõ iíòåðâàëàìè, äîâ-øèìè âiä � �. Çà êîæíèì ç òàêèõ iìïóëüñiâ, êðiì îñòàííüîãî, ìà¹áóòè ïðîìiæîê, äîâøèé âiä � , âiëüíèé âiä iìïóëüñiâ. Îòæå, ïðè�iêñîâàíîìó t êiëüêiñòü àëüòåðíàòèâ ñêií÷åííà: k � k = [t=� ℄+1:Éìîâiðíîñòi ïåðøèõ äâîõ ïîäié îá÷èñëþþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:�0(t) = e��t; �1(t) = e��t�t:�k(t) äëÿ k � 2 ìîæíà îá÷èñëèòè, ïðîiíòåãðóâàâøè âèðàçe��t1�dt1e��(t2�t1)�dt2 : : : e��(tk�tk�1)�dtke��(t�tk)ïî îáëàñòi k-âèìiðíîãî ïðîñòîðó, íà ÿêié âèêîíàíî íàñòóïíi íå-ðiâíîñòi:0 � t1; t1 + � � t2; t2 + � � t3; : : : tk�1 + � � tk � t:Îòæå,�k(t) = e��t�k t�(k�1)�Z0 dt1 t�(k�2)�Zt1+� dt2 � � � tZtk�1+� dtk == e��t�k (t� (k � 1)� )kk! :



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 105Éìîâiðíiñòü îäåðæàòè iíòåðâàë, äîâøèé âiä t, ìà¹ íàñòóïíèé âè-ãëÿä:�(t) = e��t X0�k�k�k (t � (k � 1)� )kk! ; k = � t� � + 1: (2.50)Îñòàííÿ �îðìóëà ìà¹ òîé ñàìèé çìiñò, ùî i �îðìóëà (2.49); ¨¨ãðà�iêè äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü �, � çîáðàæåíî íà Ìàë. 2.6. Ôîðìóëà(2.45) ìà¹ îäåðæóâàòèñü ÿê ïîõiäíà âiä �(t), äîìíîæåíà íà �dt.Ïåðåñâiä÷èìîñÿ â öüîìó. ßêùî m� < t < (m+1)� , òî k =m+ 1 iP (t; � )dt = � ddt�(t)dt = e��t X0�k�m+1(� ddt )�k (t� (k � 1)� )kk! dt++�e��t X0�k�m+1�k (t � (k � 1)� )kk! dt == �e��t X0�k�m+1 �k (t� (k � 1)� )kk! dt��e��t X1�k�m+1 �k (t � (k � 1)� )(k�1)(k � 1)! dt == �e��t X0�k�m+1�k (t� (k � 1)� )kk! dt�e��t X0�k�m�(k+1) (t � k� )kk! dt:Òóò â îáîõ ñóìàõ ÷ëåíè ç k = 0 ñêîðî÷óþòüñÿ, ÷ëåí iç k = m+ 1çàïèøåìî îêðåìî:P (t; � )dt = e��t X1�k�m �kk! ((t� (k � 1)� )k � (t� k� )k)�dt++ e��t �(m+1)(m+ 1)!(t �m� )m+1�dt:Îñòàíí¹ ñïiâïàäà¹ ç (2.45). Äëÿ îäåðæàííÿ ñåðåäíüîãî iíòåðâàëóìiæ âèõiäíèìè iìïóëüñàìè ñëiä îá÷èñëèòè iíòåãðàëW = 1Z0 t P (t; � ) dt = � 1Z0 t ddt�(t) dt = �t�(t)???10 + 1Z0 �(t) dt:



106 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÌà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ limt!1 t�(t) = 0; ÿêå äîâîäèòüñÿ äîñëiâíèìïîâòîðåííÿì ìiðêóâàíü Äîäàòêó C.1. Îòæå,W = 1Z0 �(t) dt:Ïiäñòàâèìî â îñòàíí¹ âèðàç äëÿ �(t) ç ðiâíÿííÿ (2.50):W = Xm�0 (m+1)�Zm� e��t m+1Xk=0 �k(t� (k � 1)� )kk! dt == � Xm�0 m+1Zm e�xt m+1Xk=0 xk(t + 1� k)kk! dt; x = ��Â îñòàííüîìó âèðàçi âèäiëèìî îêðåìî äîäàíîê ç k = m+ 1:W = � Xm�0 mXk=0 m+1Zm e�xtxk(t + 1� k)kk! dt++� Xm�0 m+1Zm e�xtxm+1(t�m)m+1(m+ 1)! dt == �Xk�0 Xm�k m+1Zm e�xtxk(t + 1� k)kk! dt++� Xm�0 m+1Zm e�xtxm+1(t�m)m+1(m+ 1)! dt == �Xk�0 1Zk e�xt xk(t+ 1� k)kk! dt+� Xm�0 m+1Zm e�xtxm+1(t�m)m+1(m+ 1)! dt:



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 107Òóò ó ïåðøîìó iíòåãðàëi çàìiíèìî çìiííó iíòåãðóâàííÿ t+1�k!t, â äðóãîìó � t�m! t. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî:W = �Xk�0 e�x(k�1) 1Z1 e�xt xktkk! dt+ � Xm�0 e�xm 1Z0 e�xtxm+1tm+1(m+ 1)! dt= �Xk�0 e�x(k�1) 1Z1 e�xt (xt)kk! dt+ � Xm�1 e�x(m�1) 1Z0 e�xt (xt)mm! dt == �exXk�0 e�xk 1Z0 e�xt (xt)kk! dt � �ex 1Z0 e�xtdt == �exx Xk�0 e�xk � �exx �1� e�x� :Âèêîíàâøè â îñòàííüîìó ñóììàöiþ ïî k i ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿx, îäåðæèìîW = e��� � 11� e��� � �1� e��� �� àáîW = 1� �2 + 1e�� � 1� : (2.51)Ç îñòàííiõ âèðàçiâ âèïëèâàþòü íàñòóïíi ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåí-íÿ: lim�!1 W = 2� ; lim�!1 �W = 2;ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç iíòó¨òèâíèìè óÿâëåííÿìè.Iíøå âèâåäåííÿ �îðìóëè (2.51)Ïóàññîíiâñüêèé ïðîöåññ ìà¹ òó âëàñòèâiñòü, ùî éìîâiðíiñòü îäåð-æàòè iìïóëüñ ç íîìåðîì n ó ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó çàëåæèòü òiëü-êè âiä ìîìåíòó ïðèõîäó iìïóëüñó ç íîìåðîì n � 1 i íå çàëå-



108 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâæèòü âiä óñiõ iíøèõ. Ó òîé æå ÷àñ, çàìiñòü ìîìåíòiâ ïîÿâè iì-ïóëüñiâ f: : : ; ti; ti+1; ti+2; : : :g êîíêðåòíó ðåàëiçàöiþ ïðîöåñó ìî-æíà âèçíà÷èòè, âêàçàâøè ïîñëiäîâíiñòü ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâà-ëiâ f: : : ; ti+1 � ti; ti+2 � ti+1; : : :g. Éìîâiðíiñòü îäåðæàòè ïåâíèéìiæiìïóëüñíèé iíòåðâàë � ç òî÷íiñòþ dt â ïóàññîíiâñüêîìó ïðî-öåñi äà¹òüñÿ �îðìóëîþ e��� dt (2.10) i íå çàëåæèòü âiä âåëè÷èíèiíøèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ. Îòæå, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî âïåâíié ðåàëiçàöi¨ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåññó áóäóòü ñïîñòåðiãàòèñÿìiæiìïóëüñíi iíòåðâàëè �1;�2;�3; : : : , çàëåæèòü òiëüêè âiä âå-ëè÷èí iíòåðâàëiâ i íå çàëåæèòü âiä òîãî, â ÿêîìó ïîðÿäêó âîíèç'ÿâëÿþòüñÿ i ÷è ¹ ìiæ íèìè ùå iíøi, íå âêàçàíi iíòåðâàëè.Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ òîãî, ÿêà áóäå ñåðåäíÿ iíòåíñèâíiñòü âèõiäíèõñïàéêiâ ÏÇÍ, ñëiä ðîçãëÿíóòè ñèòóàöiþ, êîëè ïðîöåññ òðèâà¹ áåç-ìåæíî äîâãî7, i îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü p(dt) îäåðæàòè âèõiäíèéiìïóëüñ ó ïåâíèé ìîìåíò t â iíòåðâàëi dt. Êîå�iöiåíò ïðè dt iäàñòü øóêàíó ñåðåäíþ iíòåíñèâíiñòü8 .Îäåðæàííÿ âèõiäíîãî iìïóëüñó âèìàãà¹, ùîá â iíòåðâàëi dtáóâ âõiäíèé iìïóëüñ, à iíòåðâàë ìiæ íèì i ïîïåðåäíiì iìïóëüñîìáóâ ìåøíèì âiä � . Êðiì òîãî, íåîáõiäíî, ùîá ïîïåðåäíié iìïóëüññàì íå áóâ ïðè÷èíîþ âèõiäíîãî iìïóëüñó â ïàði çi ñâî¨ì ïîïåðå-äíèêîì. Íåõàé t1 � öå ìîìåíò ïîÿâè âõiäíîãî iìïóëüñó, áåçïî-ñåðåäíüîãî ïîïåðåäíèêà äî iìïóëüñó, ÿêèé ïðèéøîâ ó ìîìåíò t.Êîæåí áiëüø ðàííié iìïóëüñ íåõàé ìà¹ íîìåð íà îäèíèöþ áiëü-øèé, à iìïóëüñ, ÿêèé ïðèéøîâ ó ìîìåíò t, ìà¹ íóëüîâèé íîìåð:t0 = t. Òîäi óìîâó ïîÿâè âèõiäíîãî iìïóëüñó â ìîìåíò t ìîæíàñ�îðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ äåÿêîãî n � 0 â ìíîæèíiâõiäíèõ iìïóëüñiâ iç íîìåðàìè f2n + 1; 2n; : : : ; 1; 0g âiäñòàíi ìiæáóäü-ÿêèìè ñóñiäíiìè ìåíøi âiä � , à âiäñòàíü ìiæ 2n+2-ì i 2n+1-ì âõiäíèìè iìïóëüñàìè ïåðåâèùó¹ � . Ñèòóàöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü7Îòæå, òóò ðîçãëÿäàþòüñÿ ïîñëiäîâíîñòi iìïóëüñiâ, ÿêi áåðóòü ïî÷àòîêïðè t = �1, òîáòî áóäü-ÿêèé iìïóëüñ ìà¹ ïîïåðåäíèêiâ.8Öåé êîå�iöiåíò ìîæíà íàçâàòè äè�åðåíöiéíîþ iíòåíñèâíiñòþ. Ñåðåäíþiíòåíñèâíiñòü, îçà÷åíó íà ïî÷àòêó ðîçä. 2.8.2, ìîæíà íàçâàòè iíòåãðàëüíîþiíòåíñèâíiñòþ. Ìàòåìàòè÷íèé �àêò ðiâíîñòi öèõ iíòåíñèâíîñòåé äëÿ ñòàöiî-íàðíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåññiâ ñêëàäà¹ çìiñò òåîðåìè Â.Ñ.Êîðîëþêà [16, �11℄
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1Ìàë. 2.7. �ðà�iê çàëåæíîñòi �o âiä �. Âåðõíÿ ïðÿìà äà¹ �óíêöiþ �=2,íàñòóïíèì êðèâèì çâåðõó âíèç âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ � = 3 ñ., 2 ñ., 1ñ., 0.5 ñ. âiäïîâiäíî.ðiçíèì n, íåñóìiñíi i âè÷åðïóþòü âñi ìîæëèâîñòi îäåðæàííÿ âè-õiäíîãî iìïóëüñó â ìîìåíò t. Îòæå, äëÿ îäåðæàííÿ p(dt) éìîâið-íîñòi àëüòåðíàòèâ iç ðiçíèìè n ñëiä ñêëàñòè i ïîìíîæèòè íà �dt.Éìîâiðíiñòü àëüòåðíàòèâè ç íîìåðîì n äà¹òüñÿ, âèõîäÿ÷è ç (2.9),(2.11), íàñòóïíèì âèðàçîì:e��� �1� e��� �2n+1 ;âiäïîâiäíîp(dt) = e��� Xn�0 �1� e��� �2n+1 �dt = 1� e���2� e��� �dt:Îòæå, ñåðåäíÿ âèõiäíà iíòåíñèâíiñòü ÏÇÍ ïðè N0 = 2, �o � �2äà¹òüñÿ íàñòóïíèì âèðàçîì:�o = 1� e���2� e��� �; (2.52)ùî åêâiâàëåíòíî �îðìóëi (2.51), êîëè âðàõóâàòè, ùî �2 = 1=W .�ðà�iê çàëåæíîñòi �o âiä � ïðè ðiçíèõ � ïîäàíî íà Ìàë. 2.7.



110 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÙå îäíå âèâåäåííÿ �îðìóëè (2.51)Âèçíà÷èìî ñåðåäíié ÷àñ, ÿêèé iìïóëüñ ïðîâîäèòü ó íåéðîíi. Çà-óâàæèìî, ùî ïî÷àòîê ñòàíó ç îäíèì iìïóëüñîì ñòàíäàðòíèé �âõiäíèé iìïóëüñ îäåðæó¹òüñÿ ïîðîæíiì íåéðîíîì. Äëÿ çàâåðøå-ííÿ ñòàíó ç îäíèì iìïóëüñîì ¹ äâi àëüòåðíàòèâè, äðóãà ç íèõiíäåêñîâàíà ÷èñëîì x 2 [0; � ℄. Ïåðøà àëüòåðíàòèâà (À1) � ïiñëÿïîïàäàííÿ, iìïóëüñ ïåðåáóâà¹ â íåéðîíi ÷àñ � i çíèêà¹. Äðóãà(À2x) � ÷åðåç ÷àñ x, x < � , ïiñëÿ ïîïàäàííÿ ïðèõîäèòü äðóãèéiìïóëüñ, i âîíè çíèêàþòü ç ãåíåðàöi¹þ âèõiäíîãî iìïóëüñà. À1 ìî-æå ñòàòèñÿ ç iìîâiðíiñòþ e��� , à À2x � ç iìîâiðíiñòþ e��x�dx,ïðè÷îìó ìà¹ ìiñöå íîðìîâàíiñòü:e��� + �Z0 e��x�dx = 1:Âíåñîê À1 äà¹òüñÿ íàñòóïíèì âèðàçîì: �e��� : Ñóìàðíèé âíåñîêÀ2x ïðè x 2 [0; � ℄:�Z0 xe��x�dx = �� e�� � � e�� �� + 1�:Ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü ñòàíó ç îäíèì iìïóëüñîì â ïàì'ÿòi � öå ñóìàäâîõ ïîïåðåäíiõ âíåñêiâ:T1 = 1� �1� e��� � :Ñåðåäíié ÷àñ, ïðîòÿãîì ÿêîãî íåéðîí ïîðîæíié, � 1� . Äëÿ îäåð-æàííÿ éìîâiðíîñòi p1 òîãî, ùî â äîâiëüíèé ìîìåíò t â íåéðîíi ¹îäèí iìïóëüñ, ñëiä T1 ðîçäiëèòè íà ñóììó öèõ ÷àñiâ9:p1 = T1T1 + 1=� = 1� e���2� e��� :9Îñêiëüêè ñòàíè ç ïðèñóòíiì i âiäñóòíiì iìïóëüñîì ÷åðãóþòüñÿ ÷àðåçîäèí.
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C0

C1,0

C1,2 C2

p = 1

p = e−λτ

p = 1 − e−λτp(2,n)
p(12,n)Ìàë. 2.8.Ñõåìà ìîæëèâèõ ïåðåõîäiâ äëÿ ïîðîãó 3. C0 i C2 ïîçíà÷àþòüíåéðîí ó ñòàíi áåç iìïóëüñiâ i ç äâîìà iìïóëüñàìè âiäïîâiäíî. C1;0 iC1;2 ïîçíà÷àþòü íåéðîí ó ñòàíi ç îäíèì iìïóëüñîì, ÿêèé óòâîðèâñÿ âðåçóëüòàòi îäåðæàííÿ àáî âòðàòè iìïóëüñà âiäïîâiäíî.Éìîâiðíiñòü ïðèõîäó iìïóëüñà â iíòåðâàëi [t; t+ dt℄ íå çàëåæèòüâiä òîãî, âiëüíèé ÷è çàéíÿòèé íåéðîí, i äîðiâíþ¹ �dt. Îòæå, éìî-âiðíiñòü po dt âèõiäíîãî iìïóëüñó â iíòåðâàëi [t; t+ dt℄ äà¹òüñÿ âè-ðàçîì po dt = 1� e���2� e��� �dt;ùî åêâiâàëåíòíî (2.52).2.8.3 Ñåðåäíÿ iíòåíñèâíiñòü ïîòîêó âèõiäíèõiìïóëüñiâ ÏÇÍ iç N0 = 3Â öüîìó ðîçäiëi, áàçóþ÷èñü íà iäå¨, âèêîðèñòàíié ó ïîïåðåäíüî-ìó ïiäðîçäiëi, îá÷èñëþ¹òüñÿ ñåðåäíÿ iíòåíñèâíiñòü âèõiäíèõ iì-ïóëüñiâ äëÿ ÏÇÍ iç ïîðîãîì 3. Ñëiä çàóâàæèòè, ùî äëÿ ïîðîãó,áiëüøîãî âiä 2, ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè çàõîäàìè â ñòàí iç íóëåìiìïóëüñiâ ìîæå âiäáóòèñÿ ñêëàäíèé ñöåíàðié ïåðåõîäiâ ìiæ ñòà-íàìè ç 1-ì, 2-ìà i ò.ï. iìïóëüñàìè (äèâ. Ìàë. 2.8, 2.9), ùî çíà÷íîóñêëàäíþ¹ ðîçðàõóíêè ïîðiâíÿíî ç ïîðîãîì 2.Ïîçíà÷èìî ñòàíè íåéðîíà ç 0-ì, 1-ì i 2-ìà iìïóëüñàìè C0,C1, C2 âiäïîâiäíî. ßêùî íåéðîí ïåðåáóâà¹ â ñòàíi C0, òî éîãî



112 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâïîäàëüøà äèíàìiêà íå çàëåæèòü âiä ïîïåðåäíiõ ïîäié. Äiéñíî,ÿêùî ñïîñòåðåæåííÿ ïî÷àëîñÿ â ìîìåíò t = 0 i â ñòàíi C0, òî¹äèíèé ìîæëèâèé ïåðåõiä � ó ñòàí C1; âií âiäáóâà¹òüñÿ çi øâèä-êiñòþ �. Îòæå, ÿêùî íåéðîí âèõîäèòü iç C0 i ïîâåðòà¹òüñÿ â C0,òî öå �ðàãìåíò åâîëþöi¨, ÿêèé íi âiä ÿêèõ ïîäié çà éîãî ìåæàìèíå çàëåæèòü i íå âïëèâà¹ íà íèõ.Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñåðåäíüî¨ iíòåíñèâíîñòi âèõiäíî¨ iìïóëüñàöi¨ïðè çàäàíié âõiäíié ñëiä îá÷èñëèòè, ÿêó äîëþ ÷àñó � â ñåðåäíüî-ìó íåéðîí ïðîâîäèòü ó ñòàíi C2, ÿêùî �óíêöiîíóâàííÿ íåéðîíàðîçïî÷àëîñÿ â áåçìåæíî âiääàëåíîìó ìèíóëîìó10. Ñåðåäíÿ âèõi-äíà iíòåíñèâíiñòü òîäi îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê�o = ��: (2.53)Îñòàííþ �îðìóëó ìîæíà ïîÿñíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî �óí-êöiîíóâàííÿ íåéðîíà ðîçïî÷àëîñÿ â áåçìåæíî âiääàëåíîìó ìèíó-ëîìó, òî ïðîöåñ, ÿêèé óòâîðþþòü âèõiäíi iìïóëüñè, � ñòàöiîíàð-íèé (iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî çñóâiâ ïî ÷àñó). Â öüîìó âèïàäêó ñåðå-äíÿ êiëüêiñòü âèõiäíèõ iìïóëüñiâ çà ïðîìiæîê ÷àñó t, nt, ïðîïîð-öiéíà äîâæèíi öüîãî ïðîìiæêó: nt = �ot. Çîêðåìà, äëÿ áåçìåæíîìàëîãî ïðîìiæêó11 dt ndt = �odt. Äëÿ öüîãî ïðîìiæêó îñòàí-íié âèðàç ñïiâïàäà¹ ç iìîâiðíiñòþ îäåðæàòè âèõiäíèé iìïóëüñ íàöüîìó ïðîìiæêó. Îñòàííþ éìîâiðíiñòü ìîæíà îá÷èñëèòè, ÿêùîâðàõóâàòè, ùî ïîäi¨ �ïåðåáóâàííÿ â ïåâíîìó ñòàíi â ìîìåíò t� i�îäåðæàííÿ âõiäíîãî iìïóëüñó â ìîìåíò t� íåçàëåæíi, îñêiëüêèäëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåññó ìîìåíò ïðèõîäó iìïóëüñó íå çàëå-æèòü âiä òîãî, ÿê ðîçòàøîâàíi â ÷àñi éîãî ïîïåðåäíèêè, à ïåðåáó-âàííÿ íåéðîíà â ïåâíîìó ñòàíi âèçíà÷à¹òüñÿ ñàìå ðîçòàøóâàííÿìïîïåðåäíèêiâ. Iìîâiðíiñòü òîãî, ùî íåéðîí ïåðåáóâà¹ â ñòàíi C2� �, ïðèõîäó âõiäíîãî iìïóëüñó � �dt, à éìîâiðíiñòü îäíî÷àñíîãîñïîñòåðåæåííÿ âêàçàíèõ äâîõ íåçàëåæíèõ ïîäié, òîáòî âèõiäíîãî10Çãiäíî çi ñêàçàíèì âèùå, ïî÷àòîê åâîëþöi¨ â áåçìåæíî âiääàëåíîìó ìè-íóëîìó i ïî÷àòîê iç ñòàíó Ñ0 â ìîìåíò t = 0 äàþòü iäåíòè÷íó åâîëþöiþ äëÿt > 0.11Äëÿ �áåçìåæíî ìàëîãî ïðîìiæêó� íåõòó¹ìî éìîâiðíiñòþ îäåðæàòè áiëü-øå, íiæ îäíó ïîäiþ.



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 113iìïóëüñó, îá÷èñëþ¹òüñÿ ÿê äîáóòîê ��dt, çâiäêè âèïëèâà¹ (2.53).Äëÿ âèçíà÷åííÿ � ðîçãëÿíåìî óÿâíèé åêñïåðèìåíò, â ÿêîìóíåéðîí ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íà âiäðiçêó âiä ìîìåíòó ïî÷àòêó ñòàíó C0(íàêîïè÷åíi iìïóëüñè âiäñóòíi) äî ìîìåíòó ïî÷àòêó íàñòóïíîãîñòàíó C0. Îñêiëüêè âñÿ òðà¹êòîðiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ âiäðiçêiâ,òî �, çíàéäåíà äëÿ òàêèõ âiäðiçêiâ, i áóäå øóêàíèì çíà÷åííÿì �.Íà âêàçàíîìó âiäðiçêó íåéðîí ïåðåáóâà¹ â ñòàíi C0 ëèøå îäèíðàç. Ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â C0T0 = 1�: (2.54)Ïîçíà÷èìî ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â ñòàíàõ C1, C2 T1; T2,âiäïîâiäíî. Ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü iíòåðâàëó ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíè-ìè çàõîäàìè â C0 � öå T0 + T1 + T2, çâiäêè� = T2T0 + T1 + T2 : (2.55)Äëÿ âèçíà÷åííÿ T1; T2 ñëiä ðîçãëÿíóòè âñi ìîæëèâi ñöåíàði¨çìiíè ñòàíó íåéðîíà ìiæ ïîñëiäîâíèìè çàõîäàìè â ñòàí C0. Ñöå-íàðié, â ÿêîìó íåéðîí ïîáóâàâ n ðàçiâ â ñòàíi C2 i ïåðåéøîâ âñòàí C0 áåçïîñåðåäíüî ç ñòàíó C2, òîáòî ç âèõiäíèì iìïóëüñîì,ïîçíà÷èìî (n,1). Ñöåíàðié, â ÿêîìó íåéðîí ïîáóâàâ n ðàçiâ â ñòàíiC2 i ïåðåéøîâ â ñòàí C0 ç ñòàíó C1, òîáòî áåç âèõiäíîãî iìïóëüñó,ïîçíà÷èìî (n,0). Ñöåíàðié (n,0) ðåàëiçó¹òüñÿ, ÿêùî ïiñëÿ ïîïà-äàííÿ n-èé ðàç ó ñòàí C2 íåéðîí î÷iêó¹ âõiäíîãî iìïóëüñó äîâøå,íiæ � . Ñõåìàòè÷íi ïðèêëàäè ñöåíàði¨â çîáðàæåíî íà Ìàë. 2.9.Éìîâiðíîñòi îêðåìèõ ñöåíàði¨âÏîçíà÷èìî ÷åðåç p(n;0), p(n;1), n = 0; 1; 2; : : : éìîâiðíîñòi ðåàëiçà-öi¨ âiäïîâiäíèõ ñöåíàði¨â. Áóäü-ÿêèé ñöåíàðié ðåàëiçó¹òüñÿ, ÿêùîñåðiÿ âõiäíèõ iìïóëüñiâ ðîçòàøîâàíà â ÷àñi âiäïîâiäíèì ÷èíîì.Áóäåìî íóìåðóâàòè âõiäíi iìïóäüñè òàê, ùî iìïóëüñ, ÿêèé âè-êëèêà¹ ïåðøèé ïåðåõiä iç ñòàíó Ñ0 â ñòàí Ñ1, îäåðæó¹ íîìåð 0.
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��+ bÌàë. 2.9. Ïðèêëàäè ñöåíàði¨â: a � (3,0), b � (3,1). ×èñëà â êîëàõïîçíà÷àþòü êiëüêiñòü iìïóëüñiâ â íåéðîíi. Òóò êîæåí iç ïåðåõîäiâ 0!1, 1 ! 2, 2 ! 0 ïîòðåáó¹ âõiäíîãî iìïóëüñó. Ïåðåõîäè 2 ! 1 i 1 ! 0âiäáóâàþòüñÿ áåç âõiäíèõ iìïóëüñiâ.Ìiæiìïóëüñíi iíòåðâàëè çàíóìåðó¹ìî òàê, ùî x1 ïîçíà÷à¹ âiäði-çîê ÷àñó, ÿêèé ïðîõîäèòü ìiæ íóëüîâèì i ïåðøèì iìïóëüñàìè.Äëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåññó îêðåìi ìiæiìïóëüñíi iíòåðâàëè íå-çàëåæíi. Éìîâiðíiñòü îäåðæàòè iíòåðâàë x ç òî÷íiñòþ dx äà¹òüñÿâèðàçîì (2.10) P (x) dx = e��x� dx:Íàéêîðîòøèé ñöåíàðié, (0,0), ðåàëiçó¹òüñÿ ÿêùî ïiñëÿ ïåðåõîäóíåéðîíà Ñ0 ! Ñ1 íàñòóïíèé iìïóëüñ î÷iêó¹òüñÿ äîâøå, íiæ � .Îòæå, íåéðîí ïîâåðòà¹òüñÿ â ñòàí Ñ0 áåç çàõîäiâ â Ñ2 i áåç âè-õiäíîãî iìïóëüñó. Éìîâiðíiñòü òàêîãî ñöåíàðiþ � öå éìîâiðíiñòüïîäi¨ (x1 > � ). Îòæå, çãiäíî (2.11),p(0;0) = e��� :Ñöåíàðié (0,1) íåìîæëèâèé, îñêiëüêè íåìîæëèâî îäåðæàòè âèõi-äíèé iìïóëüñ áåç çàõîäó â ñòàí Ñ2. Îòæå,p(0;1) = 0:Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòåé ñöåíàði¨â (n; 0); (n; 1), n = 1; 2; : : :çàóâàæèìî, ùî äëÿ ðåàëiçàöi¨ ñöåíàðiþ ç n çàõîäàìè â ñòàí Ñ2



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 115íåîáõiäíî ðiâíî n âõiäíèõ iìïóëüñiâ12. Äëÿ çàâåðøåííÿ ç âèõi-äíèì iìïóëüñîì ïîòðiáåí ùå îäèí âõiäíèé iìïóëüñ. Äëÿ çàõîäiââ Ñ1;2 i îñòàòî÷íîãî ïåðåõîäó ç Ñ1;2 â Ñ0 iìïóëüñè íå ïîòðiáíi13.Äëÿ ïiäòðèìàííÿ íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó ïåðåõîäiâ â Ñ2, Ñ1;2, Ñ2,Ñ1;2 ..., íåîáõiäíî, ùîá êîæåí ìiæiìïóëüñíèé iíòåðâàë xi áóâ êî-ðîòøèì âiä � , àëå äîâøèì, íiæ � � xi�1. Óìîâà xi < � ãàðàíòó¹,ùî íàñòóïíèé iìïóëüñ ïðèéäå â íåéðîí ðàíiøå, íiæ çíèêíå éîãîïîïåðåäíèê. Óìîâà xi > � �xi�1 ãàðàíòó¹, ùî íàñòóïíèé iìïóëüñïðèéäå â íåéðîí ïiñëÿ òîãî, ÿê çíèêíå ïîïåðåäíèê éîãî ïîïå-ðåäíèêà, îòæå â íåéðîíi áóäå â öåé ìîìåíò ðiâíî îäèí iìïóëüñ.Ïåðøèé iíòåðâàë, x1, ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî êîðîòêèì, îñêiëüêèâ ñòàíi Ñ1;0 ¹ òiëüêè îäèí iìïóëüñ ç ìîìåíòó éîãî (ñòàíó) âèíè-êíåííÿ. Äëÿ çàâåðøåííÿ ç âèõiäíèì iìïóëüñîì îñòàííié iíòåðâàë(n + 1-é) ìà¹ áóòè êîðîòøèì âiä � � xn, i òîäi â ìîìåíò ïðèõîäón+1-ãî iìïóëüñó â íåéðîíi áóäå 2 iìïóëüñè, ùî ïðèâåäå äî ïåðå-õîäó â Ñ0 ç âèõiäíèì iìïóëüñîì (Ìàë. 2.10). Äëÿ çàâåðøåííÿ áåçâèõiäíîãî iìïóëüñà îñòàííié iíòåðâàë (n+ 1-é) ìà¹ áóòè äîâøèìâiä � , òîäi â ìîìåíò ïðèõîäó n+ 1-ãî iìïóëüñó â íåéðîíi íå áóäåiìïóëüñiâ. Îòæå, âií ïåðåéøîâ â ñòàí Ñ0 ÷åðåç � ïiñëÿ ïðèõîäó n-ãî. Ïiñëÿ ïðèõîäó n-ãî iìïóëüñà íåéðîí ïåðåéäå â ñòàí Ñ2, ÷åðåç� � xn â ñòàí Ñ1 i ùå ÷åðåç xn � â ñòàí Ñ0 (Ìàë. 2.11). Ñêàçàíåäîçâîëÿ¹ çàïèñàòè íàñòóïíi âèðàçè äëÿ éìîâiðíîñòåé14:p(n;1) = �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � �� � � �Z��xn�1 e��xn� dxn ��xnZ0 e��xn+1� dxn+1; (2.56)12Iìïóëüñ, ÿêèé ñïðè÷èíÿ¹ ïåðøèé ïåðåõiä Ñ0 ! Ñ1, íå ðàõó¹òüñÿ.13Ñ1;2 , Ñ1;0 ïîçíà÷àþòü ñòàí iç îäíèì iìïóëüñîì, ÿêîìó ïåðåäóâàâ ñòàí Ñ2,Ñ0 âiäïîâiäíî.14Òóò âðàõîâàíî, ùî äîâæèíè ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ äëÿ ïóàññîíiâ-ñüêîãî ïðîöåññó íåçàëåæíi.
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-

N0 = 3

xn+1
︷ ︸︸ ︷

xn
︷ ︸︸ ︷

τ � ïàì'ÿòüÌàë. 2.10. Äî îá÷èñëåííÿ p(n;1). Òóò äëÿ ïåðåõîäó â Ñ0 ç âèõiäíèìiìïóëüñîì íåîáõiäíå âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi xn+1 < � � xn.p(n;0) = �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � �� � � �Z��xn�1 e��xn� dxn 1Z� e��xn+1� dxn+1 == e��� �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � � �Z��xn�1 e��xn� dxn:Öi �îðìóëè ñïðàâåäëèâi äëÿ n = 1; 2; : : : .
-

N0 = 3

xn+1
︷ ︸︸ ︷

xn
︷ ︸︸ ︷

τ � ïàì'ÿòüÌàë. 2.11. Äî îá÷èñëåííÿ p(n;0). Òóò äëÿ ïåðåõîäó â Ñ0 áåç âèõiäíîãîiìïóëüñó íåîáõiäíå âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi xn+1 > � .Ïåðåñâiä÷èìîñÿ, ùî ñóìà éìîâiðíîñòåé âñiõ àëüòåðíàòèâ ñêëà-äà¹ 1. Ñëiä äîâåñòè ðiâíiñòüS1 = e��� +Xn�1 �p(n;0) + p(n;1)� = 1: (2.57)



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 117Ïiäñòàâèìî ñþäè âèðàçè äëÿ p(n;0), p(n;1):S1 = e��� +Xn�1 �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � �� � � �Z��xn�1 e��xn� dxn0� 1Z� e��xn+1� dxn+1 + ��xnZ0 e��xn+1� dxn+11A= e��� +Xn�1 �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � � �Z��xn�1 e��xn� dxn��0�1� �Z��xn e��xn+1� dxn+11A == e��� +Xn�1 �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � � �Z��xn�1 e��xn� dxn��Xn�1 �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � � �Z��xn e��xn+1� dxn+1 == e��� +Xn�1 �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � � �Z��xn�1 e��xn� dxn��Xn�2 �Z0 e��x1� dx1 �Z��x1 e��x2� dx2 � � � �Z��xn�1 e��xn� dxn == e��� + �Z0 e��x1� dx1 = 1;ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.



118 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÂíåñêè îêðåìèõ ñöåíàði¨âÂ äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè âèïèøåìî �îðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ âíå-ñêó îêðåìîãî ñöåíàðiþ â ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ íåéðîíà â êî-æíîìó çi ñòàíiâ Ñ0, Ñ1, Ñ2. Äëÿ ñöåíàðiþ (n,1) êîæåí iç iíòåðâàëiâfx1; x2; : : : ; xn�1g äà¹ ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â ñòàíi Ñ2, ðiâíèé � � xi.Iíòåðâàë xn i íàñòóïíèé (ïîðîäæóþ÷èé âèõiäíèé iìïóëüñ) ðàçîìäàþòü ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â Ñ2, ðiâíèé xn+1. Îòæå, ïðè �iêñîâàíîìóíàáîði iíòåðâàëiâ, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ ñöåíàðié (n,1), ÷àñ ïåðåáóâà-ííÿ â Ñ2 äà¹òüñÿ âèðàçîì (n � 1)� � x1 � x2 � � � � � xn�1 + xn+1,òî÷íiøå n�1Xi=1(� � xi) + xn+1:Äëÿ ñöåíàðiþ (n,0) öåé ÷àñ áóäånXi=1(� � xi):Ïîâíèé ÷àñ âiä ìîìåíòó ïåðåõîäó Ñ0 ! Ñ1 äî ìîìåíòó ïåðåõîäóÑ2 ! Ñ0 â ñöåíàði¨ (n,1) äîðiâíþ¹ x1+x2+ � � �+xn+1. Îòæå, ÷àñ,ïðîâåäåíèé ó ñòàíi Ñ1, áóäå 2(x1+x2+ � � �+xn�1)+xn� (n�1)�;àáî n�1Xi=1 (2xi � � ) + xn:Ïîâíèé ÷àñ âiä ïåðåõîäó Ñ0 ! Ñ1 äî ìîìåíòó ïåðåõîäó Ñ1 !Ñ0 â ñöåíàði¨ (n,0) äîðiâíþ¹ x1 + x2 + � � � + xn + � . Îòæå, ÷àñ,ïðîâåäåíèé â Ñ1, áóäå 2(x1 + x2 + � � �+ xn)� (n � 1)�; àáînXi=1(2xi � � ) + �:Îñòàííi ÷îòèðè âèðàçè ñïðàâåäëèâi òàêîæ i äëÿ n = 1, ÿêùîââàæàòè çíà÷åííÿ ñóìè ðiâíèì íóëþ, êîëè ¨¨ íèæíÿ ìåæà ñóìàöi¨ïåðåâèùó¹ âåðõíþ íà 1.



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 119Âèïèñàíi âèùå �îðìóëè äàþòü ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â âiäïîâiäíèõñòàíàõ, ÿêùî íàáið ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ �iêñîâàíî. Äëÿ òî-ãî, ùîá âèçíà÷èòè, ÿêèì ¹ âíåñîê ïåâíîãî íàáîðó ìiæiìïóëüñíèõiíòåðâàëiâ ó ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â âiäïîâiäíîìó ñòàíi, ñëiäöi �îðìóëè äîìíîæèòè íà éìîâiðíîñòi âiäïîâiäíèõ íàáîðiâ ií-òåðâàëiâ. Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè âíåñîê ïåâíîãî ñöåíàðiþ ñëiäïiñëÿ äîìíîæåííÿ ïðîiíòåãðóâàòè îäåðæàíèé âèðàç ïî ìíîæèíiíàáîðiâ iíòåðâàëiâ, ÿêi çàáåçïå÷óþòü åâîëþöiþ çà öèì ñöåíàði¹ì.Ñêàçàíå äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè íàñòóïíi âèðàçè äëÿ âíåñêiâ îêðåìèõñöåíàði¨â:T2;(n;1) = �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 � � �� � � �Z��xn�1 dxn ��xnZ0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1  n�1Xi=1(� � xi) + xn+1! ;T1;(n;1) = �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 � � �� � � �Z��xn�1 dxn ��xnZ0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 n�1Xi=1 (2xi � � ) + xn! ;T2;(n;0) = �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 � � �� � � �Z��xn�1 dxn 1Z� dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)! ;



120 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâT1;(n;0) = �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 � � �� � � �Z��xn�1 dxn 1Z� dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(2xi � � ) + �! ;äå n = 1; 2; : : : , à T2;(n;1), T1;(n;1), T2;(n;0), T1;(n;0) ïîçíà÷àþòü âíå-ñîê ñöåíàði¨â (n; 1) i (n; 0) â ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â ñòàíi Ñ2 i â ñòàíiÑ1 âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ñöåíàðié (0,1) íåìîæëèâèé, àâ ñöåíàði¨ (0,0) çàõîäè â ñòàí Ñ2 âiäñóòíi, òîT2;(0;1) = 0; T1;(0;1) = 0; T0;(0;1) = 0; T2;(0;0) = 0:Òàêîæ î÷åâèäíî:T1;(0;0) = e��� �; T0;(0;0) = T0;(n;0) = T0;(n;1) = 1�; n = 1; 2; : : ::Çà îçíà÷åííÿì,T1 = e��� � + 1Xn=1(T1;(n;0) + T1;(n;1)); T2 = 1Xn=1(T2;(n;0) + T2;(n;1)):Îá÷èñëåííÿ TÑåðåäíié ÷àñ ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè çàõîäàìè â ñòàí Ñ0, T äà-¹òüñÿ âèðàçîìT = T0 + T1 + T2 == 1� + e��� � + 1Xn=1(T1;(n;0) + T1;(n;1) + T2;(n;0) + T2;(n;1)); (2.58)àáî T = T0 + T1 + T2 = 1� + e��� � + 1Xn=1Sn; (2.59)



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 121äå Sn = T1;(n;0) + T1;(n;1) + T2;(n;0) + T2;(n;1) =�Z0 dx1 �Z��x1dx2 � � � �Z��xn�1dxn��xnZ0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1  nXi=1 xi + xn+1!++ �Z0 dx1 �Z��x1dx2 � � � �Z��xn�1dxn 1Z� dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1  nXi=1 xi + �! :Âðàõó¹ìî òóò, ùî R1� e��xn+1�dxn+1 = e��� :Sn = �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn ��xnZ0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 n+1Xi=1 xi++e��� �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxne�� nPi=1 xi�n nXi=1 xi + �! :Òóò ó ïåðøîìó äîäàíêó iíòåãðàë ïî xn+1 ïîäàìî â íàñòóïíîìóâèãëÿäi: R ��xn0 dxn+1 = R �0 dxn+1 � R ���xn dxn+1 :Sn = �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn �Z0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 n+1Xi=1 xi�� �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn �Z��xn dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 n+1Xi=1 xi++e��� �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxne�� nPi=1 xi�n nXi=1 xi + �! :



122 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâÂâåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿI0(�; �; n) = �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 � � � �Z��xn�1 dxne�� nPi=1xi ; n = 1; 2; : : : ;I1(�; �; n) = �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 � � � �Z��xn�1 dxne�� nPi=1xi nXi=1 xi;äå n = 1; 2; : : :. ÒîäiSn = �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 � � � �Z��xn�1 dxn �Z0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 n+1Xi=1 xi�� �n+1 I1(�; �; n+ 1) + e����n I1(�; �; n) + �e����n I0(�; �; n):Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ îñòàííüîãî âèðàçó âèêîðèñòà¹ìî íàñòóïíi �îð-ìóëè: R �0 e��xn+1�dxn+1 = 1 � e��� , R �0 e��xn+1�xn+1dxn+1 =��e��� � e���� + 1� :Sn = (1� e��� )�nI1(�; �; n)+���e��� � e���� + 1�� �n I0(�; �; n)�� �n+1 I1(�; �; n+ 1) + e����n I1(�; �; n) + �e����n I0(�; �; n);àáî ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿSn = �nI1(�; �; n)� �n+1 I1(�; �; n+ 1) + 1� e���� �n I0(�; �; n):Îòæå15 , T = 2� � e���� + 1� e���� 1Xn=1�nI0(�; �; n): (2.60)15Âèêîðèñòàíî ðiâíiñòü limn!1�n I1(�; �; n) = 0, ÿêà äîâîäèòüñÿ âèõîäÿ÷è çîöiíêè I1(�; �; n) < n�I0(�; �; n) i îöiíêè â ïðèìiòöi íà ñ. 129.



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 123Îá÷èñëåííÿ T2 i T1Îá÷èñëåííÿ, àíàëîãi÷íi ïîïåðåäíiì, âèêîíà¹ìî äëÿ T2:T2 = 1Xn=1(T2;(n;0) + T2;(n;1)):Òóò äîäàíêè ç ïåâíèì n ìàþòü âèãëÿäT2;(n;0) + T2;(n;1) == �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn 1Z� dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)!++ �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn ��xnZ0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1�� n�1Xi=1(� � xi) + xn+1! == �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn 1Z� dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)!++ �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn ��xnZ0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1�� nXi=1(� � xi) � � + xn + xn+1! == �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn 1Z� dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)!+



124 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ+ �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn �Z0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1�� nXi=1(� � xi)� � + xn + xn+1!�� �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn �Z��xn dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1�� nXi=1(� � xi)� � + xn + xn+1! == �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn 1Z0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)!++ �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn �Z0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1(��+xn+xn+1)�� �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn �Z��xn dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1�� nXi=1(� � xi)� � + xn + xn+1! == �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxne�� nPi=1 xi�n nXi=1(� � xi)!�� �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn �Z��xndxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)!



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 125+ �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn �Z0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1(xn+xn+1�� )�� �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn �Z��xndxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 (xn + xn+1 � � ) :Âèêîðèñòà¹ìî òóò ñïiââiäíîøåííÿ � R �0 (xk + xn � � ) e�� xk dxk��� R ���xn (xk + xn � � ) e�� xk dxk = � e� xn�� �� + xn � � + 1� ; k =n + 1:T2;(n;0) + T2;(n;1) == �Z0 dx1 �Z��x1dx2� � � �Z��xn�1dxne�� nPi=1 xi�n n�1Xi=1(� � xi)!�� �Z0 dx1 �Z��x1dx2 � � � �Z��xndxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)!++ �Z0 dx1 �Z��x1dx2 � � � �Z��xn�1dxne�� n+1Pi=1 xi�n�1 �1� e�(xn�� )� : (2.61)Òóò âðàõó¹ìî, ùî R ��xn0 e��xn+1dxn+1 = �1� e�(xn�� )� =�:T2;(n;0) + T2;(n;1) == �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxne�� nPi=1 xi�n n�1Xi=1(� � xi)!�� �Z0 dx1 �Z��x1dx2 : : : �Z��xn�1dxn �Z��xndxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)!



126 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ+ �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn ��xnZ0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n:Îòæå, T2;(n;0) + T2;(n;1) == �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxne�� nPi=1 xi�n  n�1Xi=1(� � xi)!�� �Z0 dx1 �Z��x1dx2: : : �Z��xn�1dxn �Z��xndxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n+1 nXi=1(� � xi)!++1� p(n;1);äå p(n;1) � éìîâiðíiñòü ñöåíàðiþ (n,1), çàäàíà �îðìóëîþ (2.56).Ç îñòàííüîãî ìà¹ìî16:T2 = 1Xn=1(T2;(n;0) + T2;(n;1)) = 1� 1Xn=1 p(n;1): (2.62)Îñòàíí¹, áàçóþ÷èñü íà âèðàçi (2.61), ìîæíà ïîäàòè íàñòóïíèì÷èíîì:T2 = 1Xn=1 �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn �Z0 dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n�� 1Xn=1 �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn �Z��xn dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n =16Âðàõîâàíî, ùî limn!1R �0 dx1 R ���x1 dx2 : : : R ���xn�1 dxne�� nPi=1xi�n n�1Pi=1 (��xi) = 0. Îñòàíí¹ äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî, ÿê i â ïðèìiòöi íà ñ. 122.



2.8 Çâ'ÿçóþ÷èé íåéðîí 127= �1� e��� � 1Xn=1 �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxne�� nPi=1xi�n�1�� 1Xn=1 �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxn �Z��xn dxn+1e�� n+1Pi=1 xi�n == 1� e���� 1Xn=1�nI0(�; �; n)� 1� 1Xn=1�n+1I0(�; �; n+ 1) == 1� e���� 1Xn=1�nI0(�; �; n)� 1� 1Xn=1�nI0(�; �; n) + I0(�; �; 1) == I0(�; �; 1)� e���� 1Xn=1�nI0(�; �; n);çâiäêè T2 = 1� e���� � e���� 1Xn=1�nI0(�; �; n): (2.63)T1 òåïåð ìîæíà çíàéòè ÿê T1 = T � T0 � T2 íà îñíîâi �îðìóë(2.54), (2.60), (2.63): T1 = 1� 1Xn=1�nI0(�; �; n): (2.64)Îá÷èñëåííÿ 1Pn=1�nI0(�; �; n)Ïåðåòâîðèìî îêðåìèé äîäàíîê ó øóêàíié ñóììi íàñòóïíèì ÷è-íîì:�nI0(�; �; n) = �n �Z0 dx1 �Z��x1 dx2 : : : �Z��xn�1 dxne�� nPi=1xi =



128 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâ= qne�nq 1Z0 dx1 1�x1Z0 dx2 1�x2Z0 dx3 : : : 1�xn�1Z0 dxn eq nPi=1 xi;äå q = �� . Òóò âèêîíàíå íàñòóïíå ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ iíòå-ãðóâàííÿ: xi ! � (1 � xi); i = 1; : : : ; n: Ïåðåïèøåìî îñòàíí¹ âòàêîìó âèãëÿäi:�nI0(�; �; n) = 1Z0 dx1 q eq(x1�1)1�x1Z0 dx2 q eq(x2�1): : :1�xn�1Z0 dxn q eq(xn�1);i ââåäåìî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð(M(q)f)(x) = q eq(x�1) Z 1�x0 f(z)dz:Òîäi�nI0(�; �; n) = 1Z0 dx ((M(q))n�1g)(x); äå g(x) = q eq(x�1):ÂiäïîâiäíîS � 1Xn=1�nI0(�; �; n) = 1Xn=1 1Z0 dx ((M(q))n�1g)(x) == 1� e�q + 1Xn=2 1Z0 dx ((M(q))n�1g)(x) == 1� e�q + 1Xn=0 1Z0 dx ((M(q))nh)(x);äå h(x) = (M(q)g)(x) = q e�q � q eq (x�2):Çàóâàæèìî, ùî h(1) = 0 i ùî îïåðàòîð M(q) çáåðiãà¹ öþ âëàñòè-âiñòü. Íåõàé îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà M(q), D � D(M(q))
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 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10Ìàë. 2.12. Çëiâà: ñåðåäíi ÷àñè ïåðåáóâàííÿ íåéðîíà â ñòàíàõ Ñ0, Ñ1,Ñ2, â ïðîìiæêó ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè çàõîäàìè â ñòàí Ñ0 i ñåðå-äíÿ òðèâàëiñòü öüîãî ïðîìiæêó, T , ÿê �óíêöi¨ � ïðè � = 1 ñ; çïðàâà:éìîâiðíîñòi çíàéòè íåéðîí ó ñòàíàõ Ñ0, Ñ1, Ñ2 â áóäü-ÿêèé ìîìåíò÷àñó.ñêëàäà¹òüñÿ ç îáìåæåíèõ �óíêöié f(x), çàâäàíèõ íà âiäðiçêó x 2[0; 1℄. Íåõàé òîïîëîãiÿ â D çàäà¹òüñÿ íîðìîþ jjf jj = supx2[0;1℄ jf(x)j;òîäi îïåðàòîð âçÿòòÿ iíòåãðàëó ïî âiäðiçêó [0; 1℄ áóäå íåïåðåðâíèìiç D â R1. Êðiì òîãî, ðÿä1Xn=0((M(q))nh)(x)çáiãà¹òüñÿ çà íîðìîþ âD. Äiéñíî, íîðìà îïåðàòîðà M îöiíþ¹òüñÿíàñòóïíèì ÷èíîì:jjM(q)jj= supjjf jj�1 ������q eq(x�1) R 1�x0 f(z)dz������jjf jj � supx2[0;1℄ qeq(x�1)(1� x):Îñòàííié âèðàç îöiíþ¹òüñÿ ÷èñëîì e�q < 1: Çâiäñè âèõîäèòü, ùîîêðåìèé äîäàíîê ðÿäó îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì17:supx2[0;1℄ j((M(q))nh)(x)j = jj((M(q))nh)jj � e�nqjjhjj;17Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ îöiíêà �n+2I0(�; �;n + 2) < e�nqjjhjj; n � 0,ïîòðiáíà â ïðèìiòöi íà ñ. 122.



130 Ñèñòåìè çi çëi÷åííèì ÷èñëîì ñòàíiâäå jjhjj = qe�q � qe�2q:Îòæå, â îñòàííüîìó âèðàçi äëÿ S ìîæíà îáåðíóòè ïîðÿäîê iíòå-ãðóâàííÿ i ñóììàöi¨:S = 1� e�q + 1Z0 dx 1Xn=0 ((M(q))nh)(x): (2.65)�îçãëÿíåìî �óíêöiþ f(x) 2 D:f(x) = 1Xn=0 ((M(q))nh)(x): (2.66)Òîäi S = 1� e�q + 1Z0 f(x) dx: (2.67)Çi ñêàçàíîãî âèùå âèõîäèòü: f(x) � îáìåæåíà íà [0; 1℄. Êðiì òîãî,âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:f �M(q)f = h;àáî f(x)� qeq(x�1) 1�xZ0 f(y) dy = q e�q � q eq (x�2):Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçàíå â Äîäàòêó C.2. ßâíèé âèðàç f(x)äëÿ 0 < q � ln(4) i äëÿ q � ln(4) äà¹òüñÿ �îðìóëàìè (C.6) i (C.7)âiäïîâiäíî. Çàñòîñóâàííÿ �îðìóëè (2.67) äî (C.6) i (C.7) äà¹ äëÿq � ln(4)S(q) = s(q) sin� q e�q=2 s(q)2 �+ �e q2 � 2 e� q2� 
os� q e�q=2 s(q)2 �+ 12 e� q2 
os� q e�q=2 s(q)2 �+ 1 ;(2.68)äå s(q) = p4� eq.
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1Ìàë. 2.13. �ðà�iê çàëåæíîñòi �o âiä � äëÿ N0 = 3. Âåðõíÿ ïðÿìà äà¹�óíêöiþ �=3, íàñòóïíèì êðèâèì çâåðõó âíèç âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿ �= 3 ñ., 2 ñ., 1 ñ., 0.5 ñ. âiäïîâiäíî.Äëÿ q � ln(4) îäåðæó¹òüñÿ âèðàçS(q) = �s1(q) sinh� q e�q=2 s1(q)2 �+�e q2 � 2 e� q2 � 
osh�q e�q=2 s1(q)2 �+12 e� q2 
osh� q e�q=2 s1(q)2 �+ 1 ;(2.69)äå s1(q) = peq � 4. Ïiäñòàíîâêà îäåðæàíèõ äëÿ S(q) âèðàçiâ çà-ìiñòü ñóìè ðÿäó â (2.60), (2.63), (2.64) äà¹ ÿâíi âèðàçè äëÿ ñåðå-äíiõ ÷àñiâ T1, T2, T = T0+ T1+T2, ïåðåáóâàííÿ íåéðîíà â ñòàíàõÑ1, Ñ2 â ïðîìiæêó ìiæ äâîìà ïîñëiäîâíèìè çàõîäàìè â ñòàí Ñ0i ñåðåäíþ òðèâàëiñòü öüîãî ïðîìiæêó ÿê �óíêöi¨ �; � . Ïðèêëàäèãðà�iêiâ öèõ �óíêöié ïîêàçàíî íà Ìàë. 2.12. Ïiäñòàâèâøè çíà-éäåíi �óíêöi¨ â (2.55), îäåðæèìî � ÿê �óíêöiþ �. �ðà�iêè öi¹¨�óíêöi¨ òà éìîâiðíîñòåé ñòàíiâ Ñ0, Ñ1 ïîêàçàíî íà Ìàë. 2.12. Âè-õiäíà iíòåíñèâíiñòü çàëåæèòü âiä âõiäíî¨ çà íàñòóïíèì çàêîíîì:�o = 1� e��� � e��� S(�� )2� e��� + (1� e��� )S(�� ) �:�ðà�iêè çàëåæíîñòi ñåðåäíüî¨ âèõiäíî¨ iíòåíñèâíîñòi �o âiä � ïî-êàçàíî íà Ìàë. 2.13 (ïîðiâíÿòè ç âèïàäêîì N0 = 2, ñòîð. 109).
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133�îçäië 3Ñèñòåìè ç íåïåðåðâíîþìíîæèíîþ ñòàíiâÓ öüîìó ðîçäiëi áóäå ðîçãëÿíóòî ñèñòåìè, ñòàíè ÿêèõ îïèñóþòüñÿêîíòèíóàëüíèì íàáîðîì çíà÷åíü, íàïðèêëàä, iíòåðâàëîì äiéñíî¨îñi [xm; xM ℄, äå �1 � xm < xM � 1. Ïðè öüîìó âèíèêà¹ ïðèí-öèïîâà âiäìiííiñòü âiä ñèñòåì çi ñêií÷åííèì íàáîðîì ñòàíiâ. Äëÿîñòàííiõ ïàðàìåòð n, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ ïåâíèé ñòàí, áóâ ïðî-ñòî éîãî íîìåðîì. Çìiíà íóìåðàöi¨ øëÿõîì ïåðåñòàíîâîê íîìåðiâàáî âèáîðîì íîìåðiâ ç iíøî¨ ìíîæèíè íå âíîñèòü çìií â ñèñòå-ìó, ÿê öå âèäíî, çîêðåìà, ç �îðìóë (1.70), (1.77). Â öüîìó ñåíñiìîæíà ñêàçàòè, ùî ïîçíà÷êè ñòàíiâ n íå ìàþòü �içè÷íîãî çìi-ñòó. ßêùî ïîçíà÷êè ñòàíiâ áåðóòüñÿ ç ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë,R1, òî ñëiä âðàõóâàòè, ùî öÿ ìíîæèíà ìà¹ âíóòðiøíþ ñòðóêòó-ðó1. Çìiíà ïîçíà÷îê ñòàíiâ áåç âðàõóâàííÿ öi¹¨ ñòðóêòóðè ìîæåâèÿâèòèñü íåêîðåêòíîþ. Äëÿ óíèêíåííÿ ìîæëèâèõ ïðîáëåì ñëiäíàäàòè ïîçíà÷êàì ñòàíiâ çìiñòîâíå çíà÷åííÿ (�içè÷íèé çìiñò),ÿêèé óçãîäæó¹òüñÿ çi ñïîñîáîì íóìåðàöi¨ ñòàíiâ, i ïðè òðàêòó-âàííi ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ êåðóâàòèñü öèì �içè÷íèì çìiñòîì.Â äàíîìó ðîçäiëi ïîçíà÷êà ñòàíó (ñòàí) x áóäå iíòåðïðåòóâàòèñÿ,1Öÿ ñòðóêòóðà îïèñàíà, íàïðèêëàä, ó [18℄.



134 Ñèñòåìè ç íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâíàïðèêëàä, ÿê êîîðäèíàòà, àáî ÿê øâèäêiñòü ÷àñòèíêè ó âiäïî-âiäíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.Iíøà âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êîëè ñòàíè ñèñòåìè íà-ëåæàòü äî R1, òî â áiëüøîñòi âèïàäêiâ ïåðåõiäíà éìîâiðíiñòüp(x; t j x0; t0) äîðiâíþ¹ 0, îñêiëüêè éìîâiðíiñòü ïîòðàïèòè òî÷íîâ êîíêðåòíèé ñòàí x, ÿê ïðàâèëî, íóëüîâà (iñíó¹ �çàíàäòî áàãà-òî� ìîæëèâèõ ñòàíiâ). Â öüîìó âèïàäêó öiêàâëÿòüñÿ éìîâiðíiñòþP (M; t j x0; t0) ïîòðàïèòè â äåÿêó ìíîæèíó ñòàíiâ M , ÿêà âêëþ-÷à¹ â ñåáå ñòàí x. Ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî iñíó¹ ãóñòèíà îçíà÷åíî¨éìîâiðíîñòi, p(x; t j x0; t0), òîáòîP (M; t j x0; t0) = Zy2M p(y; t j x0; t0) dy;äå p(y; t j x0; t0) ìîæå áóòè i óçàãàëüíåíîþ �óíêöi¹þ òèïó �óíêöi¨Äiðàêà. Çàïèñ p(x; t j x0; t0) dx áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê iìîâiðíiñòüçi ñòàíó x0 ïîòðàïèòè â ñòàí x �iç òî÷íiñòþ dx�, òîáòî ïîòðàïèòèâ iíòåðâàë äîâæèíîþ dx, ÿêèé âêëþ÷à¹ â ñåáå òî÷êó x.Ùå îäíà âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ êîíòèíóàëüíî¨ìíîæèíè ñòàíiâ ðåàëiçàöi¨ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó ìîæóòü ìàòèäîäàòêîâi àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi, íàïðèêëàä íåïåðåðâíiñòü, ÿêiíå ìàþòü çìiñòó äëÿ ñèñòåì iç äèñêðåòíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ.Âñòàíîâëåííÿ íàÿâíîñòi àáî âiäñóòíîñòi òàêèõ âëàñòèâîñòåé ìîæåìàòè ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ.ßê i â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, ïiä ñòîõàñòè÷íèì ïðîöåñîì ðîçó-ìi¹òüñÿ ñóêóïíiñòü íîðìîâàíèõ i óçãîäæåíèõ ìiæ ñîáîþ áàãàòî-÷àñîâèõ ðîçïîäiëiâ. Òàêà òî÷êà çîðó âèïðàâäàíà, ÿêùî ñòîõàñòè-÷íèé ïðîöåñ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíiõ çíà÷åíüâiä �içè÷íèõ âåëè÷èí, ÿêi ¹ �õîðîøèìè� �óíêöiÿìè ïîçíà÷êè ñòà-íó i ÷àñó. Íà ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè ç êîíòèíóàëüíîþ ìíîæèíîþñòàíiâ àâòîìàòè÷íî ðîçïîâñþäæóþòüñÿ ïîíÿòòÿ ïðîöåñó áåç ïi-ñëÿäi¨, ìàðêiâñüêîãî ïðîöåñó (ï. 1.2.1) i ïåðåõiäíèõ iìîâiðíîñòåé(ï. 1.2.2).



3.1 ×àñòèíêà íà iíòåðâàëi 1353.1 ×àñòèíêà íà iíòåðâàëi�îçãëÿíåìî ñèñòåìó ç ëiíiéíèì ãðà�îì ïåðåõîäiâ, îïèñàíó ðiâíÿ-ííÿìè (1.16). Ïðè öüîìó ñòàíè 0 i N áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê êiíöiiíòåðâàëó [0;L℄ â �içè÷íîìó ïðîñòîði, à ñòàíè f1; 2; : : :; N � 1g �ÿê ïðîìiæíi òî÷êè, ðîçòàøîâàíi åêâiäèñòàíòíî íà öüîìó âiäðiç-êó. Âiäñòàíü ìiæ ñóñiäíiìè ñòàíàìè ïîçíà÷èìî d = L=N . �ðà�ïåðåõîäiâ òàêî¨ ñèñòåìè çîáðàæåíî íà Ìàë. 3.1.
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(k − 1)d kdÌàë. 3.1. �ðà� ïåðåõîäiâ äëÿ ÷àñòèíêè íà iíòåðâàëi [0;L℄.Â ðiâíÿííi (1.16) çàìiñòü íîìåðà ñòàíó n ïiäñòàâèìî ïðîñòî-ðîâó êîîðäèíàòó x = nd, â ðåçóëüòàòi ÷îãî îäåðæèìî íàñòóïíåðiâíÿííÿ: ddtp(x; t j x0; t0) = �(r�(x) + r+(x))p(x; t j x0; t0)++r�(x+ d)p(x + d; t j x0; t0) + r+(x� d)p(x � d; t j x0; t0);x; x0 2 f0; d; : : : ; Ndg;p(�d; t j x0; t0) � 0; p(L+ d; t j x0; t0) � 0;r�(0) � 0; r+(L) � 0: (3.1)ßêùî îïèñóâàòè âèïàäêîâèé ðóõ ÷àñòèíêè íà iíòåðâàëi [0;L℄ ÿêòàêèé, ùî çäiéñíþ¹òüñÿ çà ïîñåðåäíèöòâîì äóæå êîðîòêèõ âèïàä-êîâèõ ñòðèáêiâ, òî â ðiâíÿííi (3.1) ñëiä ñïðîáóâàòè ïåðåéòè äîãðàíèöi d ! 0 (N ! 1). Çàóâàæèìî, ùî êîëè äîâæèíà ñòðèáêàïðÿìó¹ äî 0, òî ïðè íåçìiííèõ ÷àñòîòàõ ñòðèáêiâ, r�(x), â ñåðå-äíüîìó ðóõ ÷àñòèíêè áóäå ñïîâiëüíþâàòèñü i â ãðàíèöi d ! 0ðóõ áóäå âiäñóòíié. Îòæå, äëÿ çáåðåæåííÿ íåòðèâiàëüíî¨ äèíàìi-êè ïðè d ! 0 ñëiä âåëè÷èíè r�(x) ìàñøòàáóâàòè â áiê çáiëüøå-ííÿ îäíî÷àñíî çi çìåíøåííÿì d, ùî ïðèçâîäèòü äî çáiëüøåííÿ



136 Ñèñòåìè ç íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ñòðèáêiâ çà îäèíèöþ ÷àñó. Êîíêðåòíèé ñïîñiáìàñøòàáóâàííÿ çàëåæèòü âiä ñïiââiäíîøåíü ìiæ r+(x) i r�(x) iâèçíà÷à¹òüñÿ �içèêîþ òèõ ïðîöåñiâ, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ ðiâíÿííÿì(3.1).3.2 Äåòåðìiíiñòè÷íà äèíàìiêàÏðèïóñòiìî, ùî ìîæëèâi ñòðèáêè òiëüêè â îäèí áiê, íàïðèêëàä,âïðàâî. Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè éìî-âiðíiñòü ñòðèáêà íå çàëåæèòü âiä ïîçèöi¨. Òîäir�(x) � 0; r+(x) � r+: (3.2)Âèáåðåìî äëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó d! 0 (N !1) ìàñøòàáóâà-ííÿ r+ = v0d ; (3.3)� òîäi (3.1) ïåðåõîäèòü ó íàñòóïíå:ddtp(x; t j x0; t0) = �v0d p(x; t j x0; t0) + v0d p(x � d; t j x0; t0); (3.4)àáî ïiñëÿ ïåðåõîäó äî ãðàíèöi d! 0��tp(x; t j x0; t0) = �v0 ��xp(x; t j x0; t0): (3.5)Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ äà¹ äåòåðìiíiñòè÷íó äèíàìiêó. Äiéñíî, ïî÷à-òêîâi óìîâè (1.10) ïåðåïèñóþòüñÿ äëÿ íåïåðåðâíî¨ çìiííî¨ x íà-ñòóïíèì ÷èíîì: p(x; t0 j x0; t0) = Æ(x � x0); (3.6)äå Æ(x) � �óíêöiÿ Äiðàêà, à ðîçâ'ÿçîê (3.5) äà¹òüñÿ âèðàçîìp(x; t j x0; t0) = 8>><>>:Æ(x � (x0 + v0(t � t0))); t� t0 < (L� x0)=v0;Æ(x � L); t � t0 � (L� x0)=v0:



3.2 Äåòåðìiíiñòè÷íà äèíàìiêà 137Îñòàííié âèðàç îïèñó¹ ðóõ ÷àñòèíêè âïðàâî çi øâèäêiñòþ v0 äîòî÷êè L, äå öåé ðóõ ïðèïèíÿ¹òüñÿ. Öåé ðóõ äåòåðìiíiñòè÷íèé óíàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî ÷àñòèíêà â ìîìåíò t0 ïåðåáóâà¹ â òî÷öix0 ç iìîâiðíiñòþ 1, òî â ìîìåíò t > t0 âîíà áóäå â òî÷öi min(x0 +v0(t� t0); L) òàêîæ ç iìîâiðíiñòþ 1.Î÷åâèäíî, äëÿ ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó (3.2), êîëè ñòðèáêè âëi-âî âiäñóòíi, ¹äèíèé âàðiàíò ñêåéëiíãó, ÿêèé äîçâîëÿ¹ îäåðæàòèðiâíÿííÿ çi ñêií÷åííîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, � (3.3). Öiêàâî ÷è iñíó-þòü àïðiîðíi ìiðêóâàííÿ, ÿêi äîçâîëÿþòü ïåðåäáà÷èòè (3.3) áåçàïåëþâàííÿ äî äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ? Òàêi ìiðêóâàííÿ ìî-æíà îäåðæàòè, ÿêùî îöiíèòè ñåðåäíié ÷àñ,W , íåîáõiäíèé ÷àñòèí-öi äëÿ ïåðåìiùåííÿ âiä ïîëîæåííÿ x = 0 äî x = L. Î÷åâèäíî, äëÿïåðåìiùåííÿ ñëiä çðîáèòè N ñòðèáêiâ. Îñêiëüêè ñåðåäíié ÷àñ ìiæïîñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè � öå 1=r+, òî ñåðåäíié ÷àñ íà ïðîõîäæå-ííÿ âñüîãî iíòåðâàëó [0;L℄ äà¹òüñÿ âèðàçîìW = N=r+ = L=(r+d);çâiäêè âèäíî, ùî äëÿ çáåðåæåííÿ ñåðåäíüîãî ÷àñó ïðè d ! 0ïîòðiáåí ñàìå ñêåéëiíã (3.3).Çàóâàæèìî, ùî äëÿ øâèäêîñòi, çàëåæíî¨ âiä êîîðäèíàòè, ìið-êóâàííÿ, àíàëîãi÷íi ïðîâåäåíèì âèùå, äàþòü íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:��tp(x; t j x0; t0) = � ��x (r(x)p(x; t j x0; t0)); (3.7)ÿêå òåæ âèçíà÷à¹ äåòåðìiíiñòè÷íèé ðóõ, øâèäêiñòü ÿêîãî çàëå-æèòü âiä êîîðäèíàòè.Íà ïèòàííÿ, ÿê âèíèêëà äåòåðìiíiñòè÷íà äèíàìiêà ó ÷àñòèí-êè, ÿêà äî âèêîíàííÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó d! 0 ðóõà¹òüñÿ øëÿ-õîì âèïàäêîâèõ ñòðèáêiâ, ìîæíà âiäïîâiñòè íàñòóïíèì ÷èíîì.×àñ, ïîòðiáíèé äëÿ ïðîõîäæåííÿ ÷àñòèíêîþ âiäðiçêó l, ¹ ñóìîþ÷àñiâ, ïîòðiáíèõ íà âèêîíàííÿ l=d âèïàäêîâèõ ñòðèáêiâ. ×àñ î÷i-êóâàííÿ îäíîãî ñòðèáêà �ëóêòóþ¹ íàâêîëî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿd=v0 i ìîæå áóòè ÿê áiëüøèì, òàê i ìåíøèì âiä d=v0. Öi �ëóêòó-àöi¨ �âèñåðåäíþþòüñÿ� (÷àñòêîâî êîìïåíñóþòüñÿ), êîëè íà ïðîõî-



138 Ñèñòåìè ç íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ
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30Ìàë. 3.2. Íàáëèæåííÿ äî äåòåðìiíiñòè÷íîãî ðóõó ïðè çìåíøåííi äîâ-æèíè ñòðèáêà d. Òóò L = 40; v0 = 1, (a): d = 4; (b): d = 0:4. Íàâåäåíî ïîäâà âàðiàíòè ðåàëiçàöié äëÿ êîæíîãî d. Ïîõèëi ïðÿìi ïîêàçóþòü ãðà-íè÷íèé (d! 0) ðóõ. Äåòàëi ðîçðàõóíêó ðåàëiçàöié íàâåäåíî â ÄîäàòêóA.1.äæåííÿ âiäðiçêó ïîòðiáíî áàãàòî ñòðèáêiâ. Â ãðàíèöi d! 0 �ëó-êòóàöi¨ ïîâíiñòþ êîìïåíñóþòüñÿ, i ÷àñ íà ïðîõîäæåííÿ l ñòà¹ òî-÷íî ðiâíèì l=v0. Å�åêò �âèñåðåäíåííÿ� �ëóêòóàöié ïðîiëþñòðî-âàíî íà Ìàë. 3.2.3.3 Âèïàäêîâå áëóêàííÿ�îçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè â äèñêðåòíié ñèñòåìi ìîæëèâi âèïàä-êîâi ñòðèáêè ÿê âëiâî, òàê i âïðàâî, i çíàéäåìî ãðàíè÷íi ðiâíÿííÿäëÿ ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé âiäïîâiäíî¨ íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè.3.3.1 Áëóêàííÿ áåç äðåé�óÏðèïóñòiìî, ùî øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ ó ðiâíÿííi (3.1) ïîäàþòüñÿòàêèì ÷èíîì: r�(x) � r; r+(x) � r: (3.8)



3.3 Âèïàäêîâå áëóêàííÿ 139Çàñòîñóâàâøè ñêåéëiíã (3.3) i ïîâòîðèâøè ìiðêóâàííÿ, ÿêi ïðè-âåëè äî ðiâíÿííÿ (3.5), îäåðæó¹ìî íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:��tp(x; t j x0; t0) = 0; (3.9)ùî îçíà÷à¹ âiäñóòíiñòü áóäü-ÿêî¨ äèíàìiêè. �àçîì iç òèì, �îð-ìóëà (1.69) ñâiä÷èòü: ÿêùî ÷àñòèíêó ïîìiñòèòè â ñòàí 0, òî âîíàâðåøòi ðåøò ïîáóâà¹ â ñòàíi N . Ïîòðiáíèé äëÿ öüîãî ñåðåäíié÷àñ ìîæíà îá÷èñëèòè çà �îðìóëîþ (1.69). Äëÿ íàøîãî âèïàäêón = 0, r�k = r, �k = 1, îòæå,W (0) = 1r X0�l�N�1 X0�k�l 1 = 12r (N2 + N): (3.10)Äèíàìiêà, ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ �îðìóëîþ (3.10), âòðà÷åíà â ðiâ-íÿííi (3.9) â ðåçóëüòàòi ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó çi ñêåéëiíãîì (3.3).Ïðè÷èíà öüîãî çðîçóìiëà ç îöiíêè (3.10) � ñåðåäíÿ êiëüêiñòüñòðèáêiâ, ïîòðiáíèõ äëÿ ïðîõîäæåííÿ iíòåðâàëó [0;Nd℄, çðîñòà¹ÿê N2, à êiëüêiñòü ñòðèáêiâ çà îäèíèöþ ÷àñó çðîñòà¹ ÿê N ïðèd ! 0 ïðè ñêåéëiíãó (3.3). Â ðåçóëüòàòi ïðè d ! 0 ÷àñ, ïîòði-áíèé äëÿ ïðîõîäæåííÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî âiäðiçêà, çðîñòà¹äî áåçìåæíîñòi. Äëÿ çáåðåæåííÿ ïðè d ! 0 ñåðåäíüîãî ÷àñó, ïî-òðiáíîãî äëÿ ïðîõîäæåííÿ ñêií÷åííèõ iíòåðâàëiâ, îöiíêà (3.10)ïiäêàçó¹ íàñòóïíèé ñêåéëiíã:r = r0d2 : (3.11)Ïiäñòàâèìî îñòàíí¹ â ðiâíÿííÿ (3.1):��tp(x; t j x0; t0) == r01d (1d (p(x + d; t j x0; t0)� p(x; t j x0; t0)) � 1d (p(x; t j x0; t0)�� p(x � d; t j x0; t0))):ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî �óíêöiÿ çìiííî¨ x 2 R1, p(x; t j x0; t0) äâi÷iäè�åðåíöiéîâàíà, òî ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ �îðìóëè çáiãà¹òüñÿ



140 Ñèñòåìè ç íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâäî r0 �2�x2 p(x; t j x0; t0), êîëè d ! 0. Îòæå, îäåðæó¹ìî íàñòóïíåãðàíè÷íå ðiâíÿííÿ��tp(x; t j x0; t0) = r0 �2�x2p(x; t j x0; t0): (3.12)�ðàíè÷íi óìîâè äëÿ ðiâíÿííÿ (3.12), ÿêi âèïëèâàþòü ç ãðàíè÷íèõóìîâ äëÿ ðiâíÿííÿ (3.1), íàñòóïíi:��xp(x; t j x0; t0)?????x=xm = 0; ��xp(x; t j x0; t0)?????x=xM = 0:�îçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ òèïó (3.12) âiäîìi ç òåîði¨ ðiâíÿíü òåïëîïðî-âiäíîñòi i/àáî äè��óçi¨ [19℄. Çîêðåìà, äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (3.6) iïðè xm = �1, xM =1, êîëè ãðàíè÷íi óìîâè âiäñóòíi, ðîçâ'ÿçîêäà¹òüñÿ íàñòóïíèì âèðàçîì:p(x; t j x0; t0) = �(t� t0)p4�D (t� t0) e�(x�x0)2=(4D(t�t0)); (3.13)äå ïîçíà÷åíî D = r0, �(t) � �óíêöiÿ Õåâiñàéäà.�iâíÿííÿ (3.12) � öå íàéïðîñòiøèé âàðiàíò ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (äèâ. [20℄). Âiäïîâiäíèé éîìó ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ, çîêðå-ìà, îïèñó¹ ðóõ áðîóíiâñüêî¨ ÷àñòèíêè ïiä äi¹þ âèïàäêîâèõ ïî-øòîâõiâ iç áîêó ìîëåêóë îòî÷óþ÷îãî ñåðåäîâèùà. Â îñòàííüîìóâèïàäêó x îçíà÷à¹ êîîðäèíàòó ÷àñòèíêè, à ïðîöåñ (3.12), (3.13)äà¹ çàäîâiëüíèé îïèñ áðîóíiâñüêîãî ðóõó çà óìîâè, ùî ÷àñòèí-êà îäåðæó¹ çíà÷íó êiëüêiñòü âèïàäêîâèõ ïîøòîâõiâ, ïåðø íiæ¨¨ êîîðäèíàòà ìîæå ïîìiòíî çìiíèòèñÿ2. Â öüîìó âèïàäêó D =kT=6�a�, äå k � ñòàëà Áîëüöìàíà, T � àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà,a � ðàäióñ ñ�åðè÷íî¨ ÷àñòèíêè, � � êîå�iöiåíò â'ÿçêîñòi ñåðåäî-âèùà, â ÿêîìó âiäáóâà¹òüñÿ áðîóíiâñüêèé ðóõ (äèâ. [20℄).2�iâíÿííÿ (3.12) ìîæå áóòè îäåðæàíå íå òiëüêè ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîìd ! 0 ç âiäïîâiäíèì ñêåéëiíãîì, àëå i âèõîäÿ÷è ç âëàñòèâîñòåé êîíêðåòíèõ�içè÷íèõ ñèñòåì. Çîêðåìà, òàêèé âèâiä äëÿ áðîóíiâñüêîãî ðóõó äà¹òüñÿ â[20℄.



3.3 Âèïàäêîâå áëóêàííÿ 141Ñåðåäí¹ ïåðåìiùåííÿ ïðè áðîóíiâñüêîìó ðóñiÏðèïóñòiìî, ùî áðîóíiâñüêà ÷àñòèíêà â ìîìåíò ÷àñó s ïåðåáóâà¹â òî÷öi y. Íàñ öiêàâèòü ÿê äàëåêî âîíà ìîæå îïèíèòèñü ó ìîìåíòt > s. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïåðåìiùåííÿ, òîáòî ìàòåìàòè÷íå ñïî-äiâàííÿ M(x � y), ìîæíà îá÷èñëèòè, êîðèñòóþ÷èñü �îðìóëîþ(3.13): M(x� y) = 1Z�1 (x � y) p(x; t j y; s) dx = 0;îñêiëüêè p(x; t j y; s) � ïàðíà �óíêöiÿ âiä x� y. Òàêèì ÷èíîì, óñåðåäíüîìó ÷àñòèíêà íå ìà¹ òåíäåíöi¨ äî ïåðåìiùåííÿ â ïåâíîìóíàïðÿìêó. �àçîì iç òèì, óíàñëiäîê âèïàäêîâèõ ïåðåìiùåíü iìî-âiðíiñòü çíàéòè ÷àñòèíêó â îêîëi ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè y áóäå çìåí-øóâàòèñÿ ç ÷àñîì, ÿê öå ìîæíà ç'ÿñóâàòè çà äîïîìîãîþ �îðìóëè(3.13). Öÿ òåíäåíöiÿ ìîæå áóòè îõàðàêòåðèçîâàíà ÷åðåç çáiëüøå-ííÿ ç ÷àñîì ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ êâàäðàòó, àáî ìîäóëÿ ïåðåìiùå-ííÿ. Äëÿ ñåðåäíüîãî êâàäðàòó ìà¹ìî íàñòóïíå:M((x� y)2) = 1Z�1 (x� y)2 1p4�D(t � s)e�(x�y)2=(4D(t�s))dx;àáî M((x� y)2) = 2D(t � s): (3.14)Äëÿ ñåðåäíüîãî ìîäóëÿ ìà¹ìî:M(jx� yj) = 2pD(t� s)=�: (3.15)Ìîæíà ñêàçàòè, ùî ÷àñòèíêà ìà¹ òåíäåíöiþ äî içîòðîïíîãî âiä-äàëåííÿ âiä ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè. Øâèäêiñòü òàêîãî �âiääàëåííÿ âñåðåäíüîìó� íåïîñòiéíà â ÷àñi. ßê âèäíî ç (3.15), øâèäêiñòü çìåí-øó¹òüñÿ, êîëè t çðîñòà¹. �àçîì iç òèì, öÿ øâèäêiñòü íåîáìåæåíàâ îêîëi t = s. Òàêó ïîâåäiíêó ìîæíà ïîÿñíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì.Îñêiëüêè ñåðåäíÿ ÷àñòîòà ñòðèáêiâ âëiâî äîðiâíþ¹ â äàíîìó âè-ïàäêó ñåðåäíié ÷àñòîòi ñòðèáêiâ âïðàâî (r+ = r�), òî âiääàëåííÿ



142 Ñèñòåìè ç íåïåðåðâíîþ ìíîæèíîþ ñòàíiâ÷àñòèíêè âiä ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè áiëüøå, íiæ íà îäèí ñòðèáîê, ìî-æëèâå òiëüêè çàâäÿêè íåïîâíié âçà¹ìíié êîìïåíñàöi¨ (äèñáàëàí-ñó) ñòðèáêiâ íàëiâî i íàïðàâî. Òàêèé äèñáàëàíñ ìîæëèâèé òîìó,ùî ñòðèáêè âèïàäêîâi. Íà âåëèêèõ ïðîìiæêàõ ÷àñó, êîëè ïîâíàêiëüêiñòü ñòðèáêiâ âåëèêà, ç åëåìåíòàðíî¨ òåîði¨ éìîâiðíîñòåé [14℄âèõîäèòü: äèñáàëàíñ áóäå ìàëèì ùîäî ïîâíî¨ êiëüêîñòi ñòðèáêiâ.Öå äà¹ ìàëó øâèäêiñòü çáiëüøåííÿ âiäñòàíi íà äîâãèõ ÷àñàõ. Çiíøîãî áîêó, íà ìàëèõ ÷àñàõ âiäíîñíèé äèñáàëàíñ áóäå âåëèêèì,ùî ïðèçâîäèòü äî âåëèêî¨ øâèäêîñòi âiääàëåííÿ. Çîêðåìà, ïåð-øèé ñòðèáîê íi÷èì íå êîìïåíñó¹òüñÿ, ùî äà¹ áåçìåæíó øâèäêiñòüó ñòàðòîâèé ìîìåíò. Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñòàöiîíàðíèé âè-ïàäîê, òî áóäü-ÿêèé ìîìåíò ìîæíà âçÿòè çà ñòàðòîâèé. Îòæå,øâèäêiñòü �âiääàëåííÿ â ñåðåäíüîìó� áåçìåæíà â áóäü-ÿêèé ìî-ìåíò, ÿêùî éîãî âçÿòî çà ïî÷àòêîâèé, à âiääàëåííÿ � âiä òî÷êè, âÿêié ÷àñòèíêà ïåðåáóâàëà â öåé ìîìåíò. Íàïðÿìîê öi¹¨ øâèäêîñòiâèïàäêîâèé â êîæåí ìîìåíò ÷àñó, òîìó çà ñêií÷åííèé ÷àñ ñåðåäí¹ïåðåìiùåííÿ îáìåæåíå. Ç �îðìóëè (3.15) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ñå-ðåäí¹ ïåðåìiùåííÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè ÷àñ t�s ïðÿìó¹ äî íóëÿ.Òàêi âëàñòèâîñòi ñåðåäíüîãî ïåðåìiùåííÿ ïðîöåñó áðîóíiâñüêîãîðóõó âiäîáðàæàþòüñÿ òàêîæ i ó âëàñòèâîñòÿõ éîãî ðåàëiçàöié. Àñàìå, ìàéæå âñi ðåàëiçàöi¨ ïðîöåñó áðîóíiâñüêîãî ðóõó � íåïå-ðåðâíi �óíêöi¨ ÷àñó. Äîâåäåííÿ îñòàííüîãî ìîæíà çíàéòè â [21℄.3.3.2 Áëóêàííÿ ç äðåé�îìÏðèïóñòiìî, ùî øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ ó ðiâíÿííi (3.1) ïîäàþòüñÿíàñòóïíèì ÷èíîì: r�(x) � r�0 ; r+(x) � r+0 ; (3.16)äå r�0 6= r+0 .Çàñòîñóâàâøè ñêåéëiíã (3.3) i ïîâòîðèâøè ìiðêóâàííÿ, ÿêi ïðè-âåëè äî ðiâíÿííÿ (3.5), îäåðæó¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:��tp(x; t j x0; t0) = (r�0 � r+0 ) ��xp(x; t j x0; t0): (3.17)



3.3 Âèïàäêîâå áëóêàííÿ 143Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ äà¹ äåòåðìiíiñòè÷íó äèíàìiêó çi øâèäêiñòþv0 = r+0 � r�0 : �åçóëüòàò çðîçóìiëèé � íåðiâíiñòü ñåðåäíüî¨ ÷à-ñòîòè ñòðèáêiâ íàëiâî i íàïðàâî äà¹ òåíäåíöiþ ðóõó â ïåâíèé áiê.�àçîì iç òèì, îñêiëüêè ñòðèáêè âèïàäêîâi, òî òóò ìîæíà áóëî áî÷iêóâàòè ïåâíî¨ âèïàäêîâîñòi ãðàíè÷íîãî ðóõó, ÿêà âèíèêà¹ âíà-ñëiäîê �ëóêòóàöié òåìïó ñòðèáêiâ íàëiâî i íàïðàâî. Ïðè ñêåé-ëiíãó (3.3) ðóõ âíàñëiäîê �ëóêòóàöié âòðà÷à¹òüñÿ, äëÿ éîãî çáå-ðåæåííÿ ïîòðiáåí ñêåéëiíã (3.11). Âèêîðèñòàâøè éîãî â ðiâíÿííi(3.1), îäåðæó¹ìî:��tp(x; t j x0; t0) == r�0 � r+0d 1d (p(x + d; t j x0; t0) � p(x; t j x0; t0))++ r+0 1d�1d (p(x + d; t j x0; t0)� p(x; t j x0; t0))�� 1d (p(x; t j x0; t0)� p(x� d; t j x0; t0)) �: (3.18)Òóò äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ïðè ïåðåõîäi äîãðàíèöi d! 0 äà¹ äðóãó ïîõiäíó ïî x, àíàëîãi÷íî (3.12). Ïåðøèéäîäàíîê ìiã áè âiäïîâiäàòè çà ïîñòiéíèé ðóõ ó ïåâíîìó íàïðÿì-êó, ÿêèé âèíèêà¹ âíàñëiäîê íåðiâíèõ øâèäêîñòåé ñòðèáêiâ ó ðiçíiñòîðîíè, àíàëîãi÷íî (3.6). Àëå âií ðîçáiãà¹òüñÿ ïðè d ! 0. Ïðè�iêñîâàíîìó r�0 � r+0 âåëè÷èíà (r�0 � r+0 )=d, ÿêà õàðàêòåðèçó¹ ði-çíèöþ â òåìïi ñòðèáêiâ ó ïðîòèëåæíèõ íàïðÿìêàõ, çðîñòà¹ íåî-áìåæåíî, ùî ïðèçâîäèòü äî áåçìåæíî¨ øâèäêîñòi ðóõó â ïåâíîìóíàïðÿìêó. Äëÿ îäåðæàííÿ ñêií÷åííî¨ øâèäêîñòi ñëiä ïðèïóñòèòè,ùî ðiçíèöÿ r�0 � r+0 çìåíøó¹òüñÿ ðàçîì iç d òàê, ùîlimd!0 r�0 � r+0d = �v0: (3.19)Îñòàíí¹ ìîæíà ðåàëiçóâàòè, íàïðèêëàä, ïîêëàâøè r+0 = r0, äår0 íå çàëåæèòü âiä d, à r�0 = r(d), ïðè÷îìó r(d) ïðÿìó¹ äî r0,êîëè d ! 0 òàê, ùî âèêîíàíî (3.19). Ç âðàõóâàííÿì ñêàçàíîãîìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (3.18), â ðåçóëüòàòi ÷îãî îäåðæó¹òüñÿ
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30Ìàë. 3.3.Ïðèêëàäè âèïàäêîâèõ áëóêàíü iç äðåé�îì. Òóò r0 = 1 ñåê�1,v0 = 1 ñåê�1, (a): d = 4; (b): d = 0:4. Äåòàëi ðîçðàõóíêó ðåàëiçàöiéíàâåäåíî â Äîäàòêó A.3.íàñòóïíå ðiâíÿííÿ:��tp(x; t j x0; t0) = �v0 ��xp(x; t j x0; t0) + r0 �2�x2 p(x; t j x0; t0):(3.20)Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ òàêîæ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ôîêêåðà-Ïëàíêà.Âîíî îïèñó¹ äðåé� çi øâèäêiñòþ v0 i âèïàäêîâi áëóêàííÿ ÷àñòèí-êè. �îçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3.20) â áåçìåæíîìó ïðîñòîði ìà¹ òàêèéâèãëÿä:p(x; t j x0; t0) = �(t� t0)p4�D (t � t0)e�(x�v0t�x0)2=(4D(t�t0)): (3.21)Ïðèêëàäè âèïàäêîâèõ áëóêàíü iç äðåé�îì ïîäàíî íà Ìàë. 3.3.



145Äîäàòîê AA.1 �åíåðàöiÿ âèïàäêîâèõ ÷èñåë iç çàäà-íèì ðîçïîäiëîìÊîìïiëÿòîðè âèõiäíèõ òåêñòiâ iç ðiçíèõ ìîâ ïðîãðàììóâàííÿ i/àáî îïåðàöiéíi ñèñòåìè ìiñòÿòü âáóäîâàíèé ãåíåðàòîð âèïàäêîâèõ÷èñåë. �åíåðàòîð � öå �óíêöiÿ, rand(), ÿêà ïîâåðòà¹ âèïàäêîâå÷èñëî. ßêùî âiä �óíêöi¨ rand() îäåðæàíî çíà÷íó êiëüêiñòü âè-ïàäêîâèõ ÷èñåë, òî âîíè ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî íà äåÿêîìó ií-òåðâàëi1. Iíòåðâàëîì ìîæå áóòè âiäðiçîê äiéñíî¨ îñi [0; 1℄, i òîäiâèïàäêîâi ÷èñëà � äiéñíi (ç ïëàâàþ÷îþ òî÷êîþ). Iíòåðâàëîì òà-êîæ ìîæå áóòè âiäðiçîê íàòóðàëüíîãî ðÿäó f0; 1; 2; : : :; RAND_MAXg,äå RAND_MAX� íàéáiëüøå âèïàäêîâå ÷èñëî, ÿêå ãåíåðó¹òüñÿ â ïåâ-íîìó êîìïiëÿòîði. Äëÿ êîìïiëÿòîðà g

, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî êîì-ïiëþâàëèñÿ âñi íàâåäåíi íèæ÷å ïðîãðàìè, RAND_MAX=2147483647(�àéë /usr/in
lude/stdlib.h). Çàóâàæèìî, ùî â êîìï'þòåði âiä-ðiçîê äiéñíî¨ îñi [0; 1℄ ñêëàäà¹òüñÿ çi ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ÷èñåë içïëàâàþ÷îþ òî÷êîþ. Òîìó ìiæ öiëèìè i äðîáîâèìè ÷èñëàìè íåìàïðèíöèïîâî¨ âiäìiííîñòi. Ïåðåõiä âiä íàáîðó âèïàäêîâèõ ÷èñåë íà[0; 1℄ äî ÷èñåë iç f0; 1; 2; : : :; RAND_MAXg i íàâïàêè ìîæíà çäiéñíèòèøëÿõîì ìíîæåííÿ/äiëåííÿ íà RAND_MAX.1Ñïðàâåäëèâiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ çàëåæèòü âiä ÿêîñòi ãåíåðàòîðà âè-ïàäêîâèõ ÷èñåë, îñêiëüêè íàñïðàâäi ãåíåðóþòüñÿ ïñåâäîâèïàäêîâi ÷èñëà.



146 Äîäàòîê AA.1.1 Ìåòîä âiäáîðó�îçãëÿíåìî �óíêöiþ [N*(rand()/RAND_MAX)℄, äå êâàäðàòíi äóæêèïîçíà÷àþòü öiëó ÷àñòèíó (âèïàäîê, êîëè rand()==RAND_MAX, ñëiäâiäêèíóòè). Â ðåçóëüòàòi ïîñëiäîâíèõ âèêëèêiâ �óíêöi¨ [N(rand()/RAND_MAX)℄ áóäå îäåðæàíî ïîñëiäîâíiñòü {n_i}, i = 0; 1; : : : âè-ïàäêîâèõ öiëèõ ÷èñåë, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà f0; 1; :::; N�1g.Äëÿ îäåðæàííÿ ç ìíîæèíè {n_i} íîâî¨ ìíîæèíè ÷èñåë {m_k},k = 0; 1; : : : , ðîçïîäiëåíèõ íà f0; 1; :::;N � 1g çà çàäàíèì çàêîíîì,p(n), ñëiä âiäáèðàòè ÷èñëà ç {n_i} äî {m_k} éìîâiðíiñíèì ÷è-íîì òàê, ùî éìîâiðíiñòü ÷èñëà n0, n02{n_i} ïîòðàïèòè äî {m_k}ïðîïîðöiéíà p(n0). Öå ìîæíà çäiéñíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì2: ïi-ñëÿ îäåðæàííÿ ÷èñëà n0 ãåíåðó¹òüñÿ äîïîìiæíå âèïàäêîâå ÷èñëîan, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå â ìíîæèíi ÷èñåë iç ïëàâàþ÷îþ òî-÷êîþ [0;M ℄, äå M = maxk2f0;1;:::;N�1g p(k) i ïåðåâiðÿ¹òüñÿ óìîâà an� p(n0). ßêùî óìîâà âèêîíàíà, òî n0 ïîòðàïëÿ¹ äî {m_k}, ÿêùîæ íi � âiäêèäà¹òüñÿ, (äèâ. Ìàë. A.1).Íèæ÷å ïîäàíî �óíêöiþ onenumber(N, M), ÿêà ãåíåðó¹ âèïàä-êîâi ÷èñëà ç ìíîæèíè {0,1,...,N-1}, ðîçïîäiëåíi çà çàêîíîì p(n).Â ÿêîñòi àðãóìåíòiâ �óíêöiÿ îäåðæó¹ äîâæèíó âiäðiçêà öiëèõ ÷è-ñåë, N, íà ÿêîìó ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðîçïîäië, i íàéáiëüøå çíà÷åííÿ,M, �óíêöi¨ p(n), ïîâåðòà¹ çãåíåðîâàíå ÷èñëî./* file onenumber.
 */#in
lude <stdlib.h>#in
lude <math.h>extern double p( int n );/* �óíêöiþ ðîçïîäiëó çàäàíî â iíøîìó �àéëi *//*2Ïðè çàñòîñóâàííi öüîãî ñïîñîáó ìîæå âòðà÷àòèñÿ çíà÷íà êiëüêiñòü çãåíå-ðîâàíèõ âèïàäêîâèõ ÷èñåë. Äàëi íàâåäåíî ñïîñiá, ïðè ÿêîìó ÷èñëà íå âòðà-÷àþòüñÿ.
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 0

 1

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9

an

n’

p(n’)Ìàë. A.1. Iëþñòðàöiÿ âiäáîðó âèïàäêîâèõ ÷èñåë äëÿ îäåðæàííÿ áàæà-íîãî ðîçïîäiëó. Òóò p(n)= e�n=4 , N = 10, M = 1. ×èñëî n âiäáèðà¹òüñÿ,ÿêùî òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (n,an) ëåæèòü íå âèùå âiä ãðà�iêà �óíêöi¨p(n).�óíêöiÿ onenumber(N, M) ãåíåðó¹ îäíå âèïàäêîâå ÷èñëîòàê, ùî ìíîæèíà çãåíåðîâàíèõ ÷èñåë áóäå ðîçïîäiëåíàçà çàêîíîì p(n), îãîëîøåíèì âèùå.*/int onenumber(int N, double M){int n; /* öiëå âèïàäêîâå ÷èñëî */double an; /* äîïîìiæíå âèïàäêîâå ÷èñëî */do{/* ãåíåðó¹ìî öiëå âèïàäêîâå ÷èñëî,ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå íà {0,1,...,N-1} */n =(int)(floor((float)N/(((float)RAND_MAX)*rand())));/* ãåíåðó¹ìî äîïîìiæíå âèïàäêîâå ÷èñëî,ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíå íà [0;M℄ */an = M/((double) RAND_MAX)*rand();/* ïåðåâiðÿ¹ìî óìîâó an <= p(n),



148 Äîäàòîê An 0 1 2 3 4 5 6 7 8 91 0.000 1.000 1.994 2.988 3.990 4.991 5.967 6.972 7.979 8.9652 0.000 1.000 2.003 3.004 4.002 5.008 6.003 7.010 8.005 9.0113 0.000 1.000 2.001 3.004 4.002 5.001 6.001 7.003 8.005 9.006Òàáë. A.1. Âiäíîñíi ÷àñòîòè ïîÿâè ÷èñåë {0,1, : : : , 9}, çãåíåðîâàíèõïðîãðàìîþ rozpodil ç p(n) = n. �ÿäêàì ç íîìåðàìè 1, 2, 3 âiäïîâiäàþòüêiëüêîñòi çãåíåðîâàíèõ ÷èñåë NP = 2 � 106, NP = 2 � 107, NP = 2 � 108.ÿêùî `òàê', ïîâåðòà¹ìî çíàéäåíå n */if ( an <= p(n) ) return(n);}while ( an > p(n) );return(0);}Íèæ÷å ïîäàíî ïðèêëàä âèêîðèñòàííÿ �óíêöi¨ onenumber(N, M).Êîìàíäà äëÿ êîìïiëÿöi¨ ïðîãðàìè â ñåðåäîâèùi Linux:g

 rozpodil.
 onenumber.
 -lm/* file rozpodil.
 *//*Ïðîãðàìà ãåíåðó¹ âèïàäêîâi öiëi ÷èñëà ç ìíîæèíè çíà÷åíü{0,1,...,N-1} ç çàäàíèì iìîâiðíiñíèì ðîçïîäiëîì p(n).Êîìàíäà äëÿ êîìïiëÿöi¨ â ñåðåäîâèùi Linux:g

-3.2.2 rozpodil.
 onenumber.
 -lm*/#in
lude <stdio.h>#in
lude <stdlib.h>#in
lude <time.h>#in
lude <math.h>extern int onenumber(int N, double M);



A.1 �åíåðàöiÿ âèïàäêîâèõ ÷èñåë 149int NP = 200; /* êiëüêiñòü çãåíåðîâàíèõ ÷èñåë, - âêàæiòü,ÿêà ïîòðiáíà */int N = 10; /* äîâæèíà ìíîæèíè çíà÷åíü, - âêàæiòü, ÿêàïîòðiáíà *//* �óíêöiÿ ðîçïîäiëó p(n) éìîâiðíîñòi íà ìíîæèíi çíà÷åíü{0,1,...,N-1}, âêàæiòü, ÿêà ïîòðiáíà. Íîðìîâàíiñòüíà 1 �óíêöi¨ p(n) òóò íåîáîâ'ÿçêîâà */double p( int n ){return (double) n;/* â öüîìó ïðèêëàäi éìîâiðíiñòü îäåðæàòè ïåâíå ÷èñëîïðîïîðöiéíà éîãî âåëè÷èíi */}int main(){int i,n;double M = 0, vp; /* çíàõîäèìî íàéáiëüøåçíà÷åííÿ p(n), M */for (i=0; i<N; i++) { vp=p(i); M = vp > M ? vp:M; }printf("M=%f\n",M); /* äðóê äëÿ âiäëàãîäæåííÿ *//* iíiöiàëiçàöiÿ ãåíåðàòîðà âèïàäêîâèõ ÷èñåë */srand((unsigned)time(NULL));/* ãåíåðàöiÿ i äðóê íà åêðàí ïîòðiáíèõ âèïàäêîâèõ÷èñåë */for (i=0; i<NP; i++){ n=onenumber(N, M);printf(" %d\n", n);}return 0;}



150 Äîäàòîê A�åçóëüòàòè òåñòóâàííÿ öi¹¨ ïðîãðàìè ïîäàíî â Òàáë. A.1. Àíàëî-ãi÷íèé àëãîðèòì ìîæíà ðåàëiçóâàòè i â òîìó âèïàäêó, êîëè ïîòði-áíî ãåíåðóâàòè äiéñíi âèïàäêîâi ÷èñëà y, ðîçïîäiëåíi íà ïåâíîìóiíòåðâàëi ç ãóñòèíîþ g(y). Áiëüø å�åêòèâíèì ñïîñîáîì ¹ ìåòîäâiäîáðàæåííÿ, îïèñàíèé ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.A.1.2 Ìåòîä âiäîáðàæåííÿIäåÿ öüîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êîæíå çãåíåðîâàíå âèïàä-êîâå ÷èñëî xi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ íîâîãî ÷èñëàyi = y(xi), äå �óíêöiþ y(x) âèáðàíî òàê, ùî ÷èñëà yi ðîçïîäi-ëåíi çà áàæàíèì çàêîíîì.Ó çàãàëüíié ïîñòàíîâöi çàäà÷à âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ìà-¹ìî ìíîæèíó âèïàäêîâèõ ÷èñåë fxig, ðîçïîäiëåíèõ íà âiäðiçêó[a; b℄ ç ãóñòèíîþ f(x). Ïîòðiáíî çíàéòè òàêó �óíêöiþ y(x), ùî ÷è-ñëà fy(xi)g áóäóòü ðîçïîäiëåíi íà âiäðiçêó [
; d℄ ç ãóñòèíîþ g(y).Îñêiëüêè �óíêöi¨ f(x), g(y) íå âiä'¹ìíi, òî y(x) � íå ñïàäíà.ßêùî �óíêöi¨ f(x), g(y) ñêðiçü äîäàòíi, òî y(a) = 
, y(b) = d.Ïðè ïåðåòâîðåííi y(x) ÷�èñëà ç âiäðiçêó [x;x+dx℄ ïîòðàïëÿþòüó âiäðiçîê [y(x); y(x+dx)℄ = [y(x); y(x)+dy℄, äå dy = y0(x) dx, à ¨õêiëüêiñòü íå çìiíþ¹òüñÿ. Ç îçíà÷åííÿ ãóñòèíè f(x) dx = g(y) dy,àáî dxdy = g(y)f(x(y)) ;äå �óíêöiÿ x(y) � îáåðíåíà äî y(x). Ïðîiíòåãðó¹ìî îñòàíí¹ âìåæàõ 
, y: x(y)� a = yZ
 g(s)f(x(s)) ds: (A.1)Ç îñòàííüîãî ìîæíà çíàéòè �óíêöiþ x(y) i y(x) ÿê îáåðíåíó äîíå¨. �iâíÿííÿ (A.1) ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ äëÿ âñiõ 
 � y � d, îòæå,



A.1 �åíåðàöiÿ âèïàäêîâèõ ÷èñåë 151çàìiñòü y ìîæíà ïiäñòàâèòè âèðàç y(x). Òîäi x(y(x)) = x ix� a = y(x)Z
 g(s)f(x(s)) ds: (A.2)�åíåðàòîðè âèïàäêîâèõ ÷èñåë çâè÷àéíî äàþòü ðiâíîìiðíèéðîçïîäië. Òîäi f(x) = 1b� a;i ç (A.2) îäåðæó¹ìî x� ab� a = y(x)Z
 g(s) ds: (A.3)Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çíàéòè y(x). Öå çðîáëåíî â ðîçäiëiA.2.1, êîëè g(s) = � e�� s � ãóñòèíà ðîçïîäiëó ìiæiìïóëüñíèõiíòåðâàëiâ äëÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà.Äèñêðåòíà âåðñiÿßêùî ïîòðiáíî ãåíåðóâàòè öiëi ÷èñëà, íàïðèêëàä, iç ìíîæèíèf0; 1; : : : ; Ng, ðîçïîäiëåíi ç ãóñòèíîþ p(n), òî ìåòîä âiäîáðàæåííÿíàáóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿäó.Çàóâàæèìî, ùî ãóñòèíó p(n) ìîæíà íîðìóâàòè òàê, ùî ìàòè-ìåìî íàñòóïíå: X0�n�N p(n) = 1:�îçãëÿíåìî íàáið ÷èñåë fL0; L1; : : : ; LN+1g, óòâîðåíèõ íàñòóïíèì÷èíîì:L0 = 0; L1 = p(0); Lk = X0�i<k p(i); k = 1; 2; : : : ; N; LN+1 = 1:



152 Äîäàòîê AÇà äîïîìîãîþ �óíêöi¨ (double)rand()/RAND_MAX ãåíåðóþòüñÿ âè-ïàäêîâi ÷èñëà x, ðîçïîäiëåíi ðiâíîìiðíî íà [0; 1℄. Êîæíå çãåíå-ðîâàíå x âiäîáðàæà¹òüñÿ â ÷èñëî n(x) 2 f0; 1; : : : ; Ng çà òàêèìïðàâèëîì: Li � x < Li+1 ) n(x) = i:A.2 Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó ÏóàññîíàÎñêiëüêè ìiæiìïóëüñíi iíòåðâàëè äëÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà íåçàëå-æíi, òî éîãî ðåàëiçàöi¨ ìîæíà ìîäåëþâàòè íà êîìï'þòåði, âèõî-äÿ÷è ç �óíêöi¨ ðîçïîäiëó ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ (2.10). À ñà-ìå, äëÿ ïðîöåñó ç iíòåíñèâíiñòþ � ñëiä ãåíåðóâàòè äîâæèíè ìiæ-iìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ, tn, n = 1; 2; : : : , ðîçïîäiëåíi ç ãóñòèíîþ(2.10). Êîíêðåòíà ðåàëiçàöiÿ îäåðæó¹òüñÿ ÿê êóñêîâî-ñòàëà �óí-êöiÿ f(t), äëÿ ÿêî¨ f(0) = 0 i ÿêà íå ìiíÿ¹òüñÿ âñåðåäèíi iíòåðâàëiââèãëÿäó [0; t1℄; [t1; t1 + t2℄; [t1 + t2; t1 + t2 + t3℄; : : : i çáiëüøó¹òüñÿíà îäèíèöþ íà ìåæàõ öèõ iíòåðâàëiâ.Ïðè öüîìó âèíèêàþòü äâà ïèòàííÿ. Ïî-ïåðøå, ÿêùî âèêîðè-ñòîâóþòüñÿ âèïàäêîâi ÷èñëà ç ìíîæèíè f0; 1; : : : ; RAND_MAXg, òîç ¨õ çíà÷åííÿìè ñëiä çiñòàâèòè ðîçìiðíi äîâæèíè ÷àñîâèõ iíòåð-âàëiâ. Öå ìîæíà çðîáèòè, âèáðàâøè ðîçìiðíó �öiíó ïîäiëêè� ti
òàê, ùî âèïàäêîâîìó ÷èñëó 0 � n � RAND_MAX âiäïîâiäà¹ ÷àñî-âèé iíòåðâàë n * ti
. Ïðè öüîìó òåîðåòè÷íî íåïåðåðâíà ìíîæè-íà ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ áóäå ìîäåëþâàòèñÿ äèñêðåòíèì íà-áîðîì çíà÷åíü 0, ti
, 2 * ti
, .... Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (2.10)ïðè öüîìó ïåðåéäå â �óíêöiþ p(n) = exp(-�*ti
*n). Ïî-äðóãå,ïiñëÿ âèáîðó âåëè÷èíè ti
 íàéáiëüøèé ìiæiìïóëüñíèé iíòåðâàë,ÿêèé ìîæíà îäåðæàòè, � öå tmax = RAND_MAX*ti
. Ìîæëèâiñòüiíòåðâàëiâ áiëüøî¨ äîâæèíè íå áóäå âðàõîâàíà. ×àñòêà öèõ iíòåð-âàëiâ ñåðåä óñiõ iíòåðâàëiâ ñêëàäà¹:1Ztmax e�� t� dt = e�� tmax :



A.2 Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà 153Ïðè âåëèêèõ � tmax öÿ ÷àñòêà ìîæå áóòè íåçíà÷íîþ. Òîäi íà âè-ãëÿä êîðîòêîãî âiäðiçêà ðåàëiçàöi¨ íå âïëèíå �àêò âiäêèäàííÿìîæëèâîñòi ïîÿâè ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ, äîâøèõ âiä tmax. Çiíøîãî áîêó, â òî÷íié (àíàëiòè÷íié) ìîäåëi éìîâiðíiñòü îäåðæà-òè ìiæiìïóëüñíèé iíòåðâàë, äîâøèé âiä tmax, çðîñòà¹ ëiíiéíî ç÷àñîì, óïðîäîâæ ÿêîãî ìîäåëþ¹òüñÿ ïðîöåñ. Öå ñëiä âðàõîâóâà-òè ïðè îöiíöi òî÷íîñòi ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ. Äëÿ âðàõóâàí-íÿ äîâøèõ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ ìîæíà çáiëüøèòè çíà÷åííÿti
, àëå ïðè öüîìó ìîäåëþâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ìíîæèíè [0; tmax℄íàáîðîì äèñêðåòíèõ çíà÷åíü áóäå áiëüø ãðóáèì. Äåòàëüíèé àíà-ëiç öèõ ïðîáëåì íå âõîäèòü ó çàâäàííÿ öi¹¨ êíèæêè.Íèæ÷å íàâåäåíî ïðîãðàìó, ÿêà ãåíåðó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìiæiì-ïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó çà äîïîìîãîþ �óí-êöi¨ onenumber, îïèñàíî¨ â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi./* file realiz.
 *//*Ïðîãðàìà ãåíåðó¹ ìiæiìïóëüñíi iíòåðâàëè äëÿ ïðîöåñóÏóàññîíà êîìàíäà äëÿ êîìïiëÿöi¨:g

-3.2.2 realiz.
 onenumber.
 -lm*/#in
lude <stdio.h>#in
lude <stdlib.h>#in
lude <time.h>#in
lude <math.h>extern int onenumber(int N, double M);double lambda, ti
;/* �óíêöiÿ ðîçïîäiëó p(n) éìîâiðíîñòi íà ìíîæèíi çíà÷åíü{0,1,...,N}, */double p( int n ){



154 Äîäàòîê Areturn(exp(-lambda*(double)n*ti
));/* íîðìóâàííÿ íà 1 íå îáîâ'ÿçêîâå */}int main(){lambda = 100; /* , 1/ñåê, ïàðàìåòð âiäïîâiäíîãîïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó */int N = RAND_MAX; /*äîâæèíà ìíîæèíè öiëèõ âèïàäêîâèõ÷èñåë*/double dur = 100; /* , ñåê, ïðîìiæîê, íà ÿêîìóìîäåëþ¹òüñÿ ïðîöåñ */ti
 = 1.5*dur/RAND_MAX; /*, ñåê, "öiíà ïîäiëêè",âèáðàíî òàê, ùî âèïàäêîâîìó ÷èñëóRAND_MAX âiäïîâiäà¹ iíòåðâàë 1.5*dur */double tim = 0; /* , ñåê, ïîòî÷íèé ìîìåíò */int NP = 0; /* ïîòî÷íà êiëüêiñòü iìïóëüñiâ */int i, n;double M = 1; /* âêàçó¹ìî íàéáiëüøå çíà÷åííÿ p(n), M */double intrv; /*ñåê, ïîòî÷íà äîâæèíà çãåíåðîâàíîãîiíòåðâàëó*/srand((unsigned)time(NULL));/* iíiöiàëiçàöiÿ ãåíåðàòîðàâèïàäêîâèõ ÷èñåë */while ( tim < dur ){n = onenumber(N, M); /* ãåíåðàöiÿ âèïàäêîâîãî÷èñëà */NP++;intrv = (double)n*ti
;tim += intrv;printf("%f\n", intrv); /* äðóê íà åêðàí âèïàäêîâèõiíòåðâàëiâ */}



A.2 Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà 155double nM = tim/NP; /* ñåðåäíÿ äîâæèíà çãåíåðîâàíèõiíòåðâàëiâ */double tM = 1./lambda; /* òåîðåòè÷íà ñåðåäíÿ äîâæèíàiíòåðâàëiâ */printf("\nÒåîðåòè÷íå ñåðåäí¹, T = %f,\\nÑåðåäí¹ â çãåíåðîâàíîìó íàáîði tM= %f,\\nÒåîðåòè÷íà êiëüêiñòü iìïóëüñiâ lambda*dur=%d,\\nÊiëüêiñòü iìïóëüñiâ ó çãåíåðîâàíîìó íàáîði\NP=%d\n", tM, nM, (int)(lambda*dur), NP);return 0;} Äëÿ ãåíåðàöi¨ çðàçêiâ òðàåêòîðié, çîáðàæåíèõ íà Ìàë. 3.2,ñëiä âðàõóâàòè, ùî â ðîçãëÿíóòié ñèñòåìi ìîìåíòè ñòðèáêiâ îïè-ñóþòüñÿ ïðè xM =1 ïóàññîíiâñüêèì ïðîöåñîì ç � = v0d . (Ïîðiâ-íÿòè ðiâí. (2.2) i (3.4)). Îòæå, ìîæíà áóäóâàòè ðåàëiçàöi¨ ïðîöåñóçà ìåòîäîì, îïèñàíèì íà ñ. 13 íà îñíîâi áàãàòîìîìåíòíèõ �óíêöiéðîçïîäiëó. Îñòàííi ìîæíà çáóäóâàòè çà �îðìóëîþ (1.6), âèêîðè-ñòàâøè ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi (2.3). Ìîæíà òàêîæ âèêîðèñòàòèíàâåäåíó âèùå ïðîãðàìó äëÿ ãåíåðàöi¨ ïîñëiäîâíîñòi ìiæiìïóëü-ñíèõ iíòåðâàëiâ äëÿ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó, ùî i áóëî çðîáëåíî.Âèïàäêîâà äèíàìiêà ìîäåëþ¹òüñÿ íà ïðîìiæêó ÷àñó âiä 0 äî 40ñåê. Íåïåðåðâíà ìíîæèíà çíà÷åíü äîâæèí ìiæiìïóëüñíèõ iíòåð-âàëiâ ìîäåëþ¹òüñÿ íà êîìï'þòåði ÿê íàáið ÷èñåë ðîçòàøîâàíèõåêâiäèñòàíòíî ç êðîêîì ti
 = 60/RAND_MAX:{0, ti
, 2*ti
,...,60}. Äëÿ ïîáóäîâè Ìàë. 3.2(a) âçÿòî v0 = 1=ñåê, d = 4 i çãåíå-ðîâàíî 10 ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ3; äëÿ ïîáóäîâè Ìàë. 3.2(b)âçÿòî v0 = 1=ñåê, d = 0:4 i çãåíåðîâàíî 100 ìiæiìïóëüñíèõ iíòåð-âàëiâ.3d ââàæà¹ìî áåçðîçìiðíèìè.



156 Äîäàòîê AA.2.1 Ìåòîä âiäîáðàæåííÿ. Âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä, îïèñàíèé â ï.A.1.2.Äëÿ ìíîæèíè ìiæ-iìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó 
 = 0, d =1. Ïî-êëàäåìî a = 0, b = 1, g(t) = � e�� t. Òîäi ç (A.3) ìà¹ìîx = y(x)Z0 � e�� t dt:Ç îñòàííüîãî îäåðæó¹ìîy(x) = � 1� ln(1� x): (A.4)Íèæ÷å íàâåäåíî ïðîãðàìó, ÿêà ãåíåðó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìiæiì-ïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó ìåòîäîì âiäîáðà-æåííÿ çà äîïîìîãîþ �óíêöi¨ (A.4). Âèïàäêîâi ÷èñëà, ðiâíîìið-íî ðîçïîäiëåíi íà [0; 1), � öå ÷èñëà f0; 1=RAND_MAX; 2=RAND_MAX;: : : ; (RAND_MAX � 1)=RAND_MAXg. Íàéáiëüøèé ìiæiìïóëüñíèé ií-òåðâàë, ÿêèé ìîæíà îäåðæàòè (íå çàñòîñîâóþ÷è ñêåéëiíãó), �tmax = ln(RAND_MAX)=�./* file vid_realiz.
 *//*Ïðîãðàìà ãåíåðó¹ ìiæiìïóëüñíi iíòåðâàëè äëÿ ïðîöåñóÏóàññîíàêîìàíäà äëÿ êîìïiëÿöi¨: g

-3.2.2 vid_realiz.
 -lm*/#in
lude <stdio.h>#in
lude <stdlib.h>#in
lude <time.h>#in
lude <math.h>double lambda; /* 1/se
 */



A.2 Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà 157/* �óíêöiÿ âiäîáðàæåííÿ y(x) */double y( double x ){return(-1./lambda*log(1.-x));}int main(){lambda = 100; /* , 1/ñåê, ïàðàìåòð âiäïîâiäíîãîïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó */double dur = 100000; /* , ñåê, ïðîìiæîê, íà ÿêîìóìîäåëþ¹òüñÿ ïðîöåñ */double tim = 0; /* , ñåê, ïîòî÷íèé ìîìåíò */int NP = 0; /* ïîòî÷íà êiëüêiñòü iìïóëüñiâ */int NE = 0; /* êiëüêiñòü âèïàäêiâ, êîëè çãåíåðîâàíèéiíòåðâàë ïåðåâèùóâàâ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìèé */int i;double x;double intrv; /* , ñåê, ïîòî÷íà äîâæèíà çãåíåðîâàíîãîiíòåðâàëó */srand((unsigned)time(NULL));/* iíiöiàëiçàöiÿ ãåíåðàòîðàâèïàäêîâèõ ÷èñåë */while ( tim < dur ){x = (double)rand()/RAND_MAX; /* ãåíåðàöiÿâèïàäêîâîãî ÷èñëà */if (x==1.) { NE++; 
ontinue; }NP++;intrv = y(x);tim += intrv;printf("%f\n", intrv); /* äðóê íà åêðàí âèïàäêîâèõiíòåðâàëiâ */



158 Äîäàòîê A}double nM = tim/NP; /* ñåðåäíÿ äîâæèíà çãåíåðîâàíèõiíòåðâàëiâ */double tM = 1./lambda; /* òåîðåòè÷íà ñåðåäíÿ äîâæèíàiíòåðâàëiâ */printf("\nÒåîðåòè÷íå ñåðåäí¹, T = %f,\\nÑåðåäí¹ â çãåíåðîâàíîìó íàáîði tM= %f,\\nÒåîðåòè÷íà êiëüêiñòü iìïóëüñiâ lambda*dur=%d,\\nÊiëüêiñòü iìïóëüñiâ ó çãåíåðîâàíîìó íàáîði NP=%d\\nÊiëüêiñòü ïåðåâèùåíü NE=%d\n",tM, nM, (int)(lambda*dur), NP,NE);return 0;}A.2.2 Ìåòîä ñîðòóâàííÿÇàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà âèïëèâà¹, ùî éìî-âiðíiñòü îäåðæàòè iìïóëüñ ó ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó t íå çàëåæèòüâiä t i âiä òîãî, ÿê ðîçòàøîâàíi ïîïåðåäíi iìïóëüñè. Çâiäñè âè-õîäèòü: ìîìåíòè ïîÿâè iìïóëüñiâ íà âiäðiçêó [0;T ℄ � öå íàáiðâèïàäêîâèõ ÷èñåë, ðîçïîäiëåíèõ çi ñòàëîþ ãóñòèíîþ �. Îòæå,çãåíåðóâàâøè �T âèïàäêîâèõ ÷èñåë, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèõ íà[0;T ℄, ìè îäåðæèìî ìîæëèâó ðåàëiçàöiþ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöå-ñó, ÿêùî ðîçòàøó¹ìî öi ÷èñëà â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ (âiäñîðòó¹ìî).Âàëiäíiñòü öüîãî ìåòîäó çàëåæèòü âiä òîãî, ÿê áóäå âæèâàòèñüîäåðæàíà ïîñëiäîâíiñòü. Çîêðåìà, íàáið ÷àñîâèõ ìîìåíòiâ, çãåíå-ðîâàíèé îäíîêðàòíî, ìîæå äàòè íàëåæíå óÿâëåííÿ ïðî âçà¹ìíåðîçòàøóâàííÿ â ÷àñi åëåìåíòàðíèõ ïîäié ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñ-ñó (äèâ. Ìàë. A.2). �àçîì iç òèì, ÿêùî íàáið ìîìåíòiâ íà äàíîìóiíòåðâàëi ãåíåðó¹òüñÿ áàãàòîêðàòíî, òî ñëiä âðàõóâàòè, ùî ïîâíå÷èñëî iìïóëüñiâ n íà ïåâíîìó iíòåðâàëi íå îáîâ'ÿçêîâî ðiâíå �T ,à ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ðîçïîäiëåíîþ çà çàêîíîì (2.4). Ìèíå ç'ÿñîâó¹ìî òóò, ÷è âðàõóâàííÿ öüîãî �àêòó ¹ äîñòàòíiì, ùîáçãåíåðóâàòè âñi ìîæëèâi ðîçïîäiëè åëåìåíòàðíèõ ïîäié ïóàññî-



A.2 Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà 159íiâñüêîãî ïðîöåñó çàäàíî¨ iíòåíñèâíîñòi � íà iíòåðâàëi T .Íèæ÷å íàâåäåíî ïðîãðàìó, ÿêà ðåàëiçó¹ äàíèé ìåòîä i ÷àñ-òêîâó ÷èñåëüíó ïåðåâiðêó éîãî âàëiäíîñòi. Ïåðåâiðêà âèêîíó¹òüñÿíàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî iíòåðâàëè ðîçïîäiëåíî ç ãóñòèíîþp(t)dt = e�� t� dt;òî äîëÿ iíòåðâàëiâ, òðèâàëiñòü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ X, äà¹òüñÿ âè-ðàçîì Q(X) = Z X0 p(t)dt = 1� e��X : (A.5)Äîëÿ âiäïîâiäíèõ iíòåðâàëiâ QE(X) â çãåíåðîâàíié ïîñëiäîâíî-ñòi îá÷èñëþ¹òüñÿ â ïðîãðàìi i çíàõîäèòüñÿ âiäíîñíà ïîõèáêà erïîðiâíÿíî ç òåîðåòè÷íèì çíà÷åííÿì4./* file rivn_realiz.
 *//*Ïðîãðàìà ãåíåðó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìîìåíòiâ ïîäiéïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó iíòåíñèâíîñòi lambdaíà iíòåðâàëi T ìåòîäîì ñîðòóâàííÿ íàáîðóâèïàäêîâèõ ÷èñåë, ðîçïîäiëåíèõ ðiâíîìiðíî íà T.Êîìàíäà äëÿ êîìïiëÿöi¨ â ñåðåäîâèùi Linux:g

 rivn_realiz.
 -lm*/#in
lude <stdio.h>#in
lude <math.h>#in
lude <stdlib.h>#in
lude <time.h>int main(){double lambda=10.; /* 1/ñåê, iíòåíñèâíiñòü4Ó ïðîãðàìi çàñòîñîâàíî ïðîñòèé ìåòîä ñîðòóâàííÿ ç ìåòîþ íàî÷íîñòi.Äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü N öåé ìåòîä íåå�åêòèâíèé, i çàìiñòü íüîãî ñëiä âæè-âàòè àëãîðèòìè øâèäêîãî ñîðòóâàííÿ, ÿêi ìîæíà çíàéòè â êíèæöi [22℄.



160 Äîäàòîê Aïóàññ. ïðîö. */double T=10.; /* ñåê, ïðîìiæîê, íà ÿêîìó ìîäåëþ¹òüñÿïóàññ. ïðîö. */int N=
eil(lambda*T); /* ïîâíå ÷èñëî iìïóëüñiâ */double times[N℄; /* ìîìåíòè iìïóëüñiâ */double t; /* ïîòî÷íèé ìîìåíò */int i,k;for (i=0; i<N; i++) times[i℄=0.;srand ((unsigned int) time(NULL));times[N-1℄=(double)rand()/(double)RAND_MAX*T;printf("\n\ntimes:\n");for (i=N-1; i>0; i--){t=(double)rand()/(double)RAND_MAX*T;/*ãåíåðàöiÿìîìåíòó*/k=i; /* çàïèñ éîãî â ìàñèâ ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ */while (t>times[k℄){times[k-1℄=times[k℄;k++;if (k==N) break;}times[k-1℄=t;printf("i=%d; ",i);printf("t=%f\n",t);}printf("\n\nmoments:\n"); /* äðóê íà åêðàí */for (i=0; i<N; i++) printf("\ntimes[%d℄=%f",i,times[i℄);



A.2 Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó Ïóàññîíà 161/* íèæ÷å - ïåðåâiðêà åêñïîíåíòíîãî ðîçïîäiëóìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ *//*Îá÷èñëþþòüñÿ ìiæiìïóëüñíi iíòåðâàëè i äîëÿ iíòåðâàëiâ,òðèâàëiñòü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ X, - äèâ. ïîÿñíåííÿ âòåêñòi.*/double ints[N-1℄; /* ìàññèâ iíòåðâàëiâ */double it; /* ïîòî÷íèé iíòåðâàë */for (i=0; i<N-1; i++) ints[i℄=0.;ints[N-2℄=times[N-1℄ - times[N-2℄;for (i=N-2; i>0; i--){it=times[i℄ - times[i-1℄; /* îá÷èñëåííÿ iíòåðâàëó */k=i; /* çàïèñ éîãî â ìàññèâ â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ */while (it>ints[k℄){ints[k-1℄=ints[k℄;k++;if (k==N-1) break;}ints[k-1℄=it;}printf("\n\nintervals:\n"); /* äðóê íà åêðàí */for (i=0; i<N-1; i++) printf("\nints[%d℄=%f",i,ints[i℄);double Q; /* òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ */double QE; /* åêñïåðèìåíòàëüíå çíà÷åííÿ */double er; /* âiäíîñíà ïîõèáêà */



162 Äîäàòîê A
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bÌàë. A.2. Ïåðåâiðêà âàëiäíîñòi ìåòîäó ñîðòóâàííÿ. Òóò � = 10 (a) i100 (b) 1/ñ, T = 10 ñ, Q ðîçðàõîâàíî çà �îðìóëîþ (A.5), QE i âiäíîñíàïîõèáêà er ðîçðàõîâàíi çà ïðîãðàìîþ rivn_realiz.
.printf("\n\nerrors:\n");for (i=0; i<N-1; i++){Q = 1. - exp(-lambda*ints[i℄); /* îá÷èñëåííÿQ(ints[i℄) */QE = (double)(i+1)/(double)(N-1);/*îá÷èñëåííÿQE(ints[i℄)*/er = fabs(Q-QE)/QE; /* îá÷èñëåííÿ âiäíîñíî¨ ïîõèáêèâ òî÷öi X = ints[i℄ */printf("%f\n",er);}printf("\nTotal # of moments, N=%d\n",N);}A.3 Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíüÀëãîðèòì äëÿ ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü iç äðåé�îì ìî-æíà ïîáóäóâàòè, ñïèðàþ÷èñü íà ðiâíÿíÿ (3.18), ÿêå ïåðåïèøåìî



A.3 Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü 163íàñòóïíèì ÷èíîì��tp(x; t j x0; t0) = r�0d2 (p(x + d; t j x0; t0)� p(x; t j x0; t0))�� r+0d2 (p(x; t j x0; t0) � p(x � d; t j x0; t0)) : (A.6)Òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, íåïåðåðâíèé ïðîìiæîê÷àñó ìîäåëþ¹òüñÿ äèñêðåòíèì íàáîðîì çíà÷åíü 0, ti
, 2 * ti
,3 * ti
 ..., RAND_MAX *ti
, äå ti
 � ðîçìiðíà "öiíà ïîäiëêè".Âèáðàíèé ñêåéëiíã (3.11) ãàðàíòó¹, ùî iíòåíñèâíiñòü âèïàäêîâèõáëóêàíü áóäå íåçìiííîþ ïðè çìiíi ìàñøòàáó ñêåéëiíãó d. Íåðiâ-íiñòü âåëè÷èí r+0 i r�0 çàáåçïå÷ó¹ äðåé� ó ïåâíîìó íàïðÿìêó.Äëÿ òîãî, ùîá øâèäêiñòü äðåé�ó çáåðiãàëàñü ïðè çìiíi ìàñøòàáód, ñëiä çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ óìîâè (3.19). Îñòàíí¹ ìîæíà äî-ñÿãòè, íàïðèêëàä, ïîêëàâøè r+0 = r0, äå r0 íå çàëåæèòü âiä d, àr�0 = r0� d � v0, äå v0 � áàæàíà øâèäêiñòü äðåé�ó. Îòæå, â ïðî-ãðàìi ñëiä çàäàòè ÷àñ dur, ïðîòÿãîì ÿêîãî ìîäåëþ¹òüñÿ ïðîöåñ,öiíó ïîäiëêè ti
, øâèäêiñòü ñòðèáêiâ âïðàâî r0(= r0), âåëè÷èíóñòðèáêà (ñêåéëiíã) d i øâèäêiñòü äðåé�ó v0(= v0).Çà çìiñòîì, ÿêèé âèïëèâà¹ çi ñïîñîáó âèâîäó ðiâíÿííÿ (A.6)(äèâ. (1.14), (1.15), (1.16)), öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ÷àñòèíêó, ÿêà ðó-õà¹òüñÿ âóçëàìè ëiíiéíîãî ãðà�ó, çäiéñíþþ÷è ñòðèáêè íàëiâî àáîíàïðàâî â ñóñiäíié âóçîë ó âèïàäêîâi ìîìåíòè ÷àñó. ×àñ î÷iêóâà-ííÿ ñòðèáêà âïðàâî ðîçïîäiëåíèé çà çàêîíîì e�t r+0 =d2 r+0d2 dt, âëi-âî � e�t r�0 =d2 r�0d2 dt. Öå âèçíà÷à¹ àëãîðèòì ÷èñåëüíîãî ìîäåëþ-âàííÿ ðåàëiçàöié ïðîöåñó (A.6). Íà ïåðøîìó êðîöi ñëiä çãåíå-ðóâàòè äâà âèïàäêîâèõ ÷èñëà, n1 i n2, ðîçïîäiëåíèõ çà çàêîíîìp1(n) = e��1 n ti
�1 i p2(n) = e��2 n ti
�2 âiäïîâiäíî, äå �1 = r+0 =d2,�2 = r�0 =d2, âiäïîâiäíî. ßêùî n1 < n2, òî ÷àñòèíêà ñòðèáà¹ âïðà-âî ïiñëÿ î÷iêóâàííÿ n1 �ti
 îäèíèöü ÷àñó, ÷èñëî n2 çàìiíþ¹òüñÿ íàn2 � n1 i ãåíåðó¹òüñÿ íîâå ÷èñëî n1. ßêùî n2 < n1 (ïðè ñòàðîìón1), òî ÷àñòèíêà ñòðèáà¹ âëiâî ïiñëÿ î÷iêóâàííÿ n2 � ti
 îäèíèöü÷àñó, ÷èñëî n1 çàìiíþ¹òüñÿ íà n1�n2 i ãåíåðó¹òüñÿ íîâå ÷èñëî n2.Íàñòóïíèé êðîê ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç ïîðiâíÿííÿ ÷èñåë â îäåðæàíié



164 Äîäàòîê Aíîâié ïàði (n1; n2) i ïðîäîâæó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó.Íèæ÷å íàâåäåíî ïðîãðàìó, ÿêà ðåàëiçó¹ îïèñàíèé àëãîðèòì.Ïðè öüîìó äëÿ ãåíåðàöi¨ ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ ïóàññîíiâ-ñüêîãî ïðîöåñó çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä âiäîáðàæåííÿ, îïèñàíèé óï. A.2.1./* file realiz3.
 *//*Ïðîãðàìà ãåíåðó¹ ìiæñòðèáêîâi iíòåðâàëè i ðîçòàøóâàííÿ÷àñòèíêè äëÿ ïðîöåñó äâîñòîðîííiõ ñòðèáêiâ iç ðiçíèìòåìïîì ñòðèáêiâ âëiâî i âïðàâî. Äëÿ ãåíåðàöi¨ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâ ïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåññóçàñòîñîâàíî ìåòîä âiäîáðàæåííÿ.Êîìàíäà äëÿ êîìïiëÿöi¨ â ñåðåäîâèùi Linux:g

 realiz3.
 -lm*/#in
lude <stdio.h>#in
lude <stdlib.h>#in
lude <time.h>#in
lude <math.h>double lambda1, lambda2, ti
;/* ãåíåðàòîð ìiæiìïóëüñíèõ iíòåðâàëiâïóàññîíiâñüêîãî ïðîöåñó ç iíòåíñèâíiñòþ lambda */double iv( double lambda ){ double x;x = (double)rand()/RAND_MAX; /* ãåíåðàöiÿ âèïàäêîâîãî÷èñëà íà [0;1[ */while (x == 1.)x = (double)rand()/RAND_MAX; /* ïîâòîðíiñïðîáè, ÿêùî x=1 */



A.3 Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü 165return(-1./lambda*log(1.-x)); /* âiäîáðàæåííÿ x äëÿçàáåçïå÷åííÿ ïîòðiáíîãî ðîçïîäiëó */}int main(){double dur = 40; /* , ñåê, ïðîìiæîê, íà ÿêîìóìîäåëþ¹òüñÿ ïðîöåñ */double r0 = 1; /* , 1/ñåê */double d = 0.01; /* áåçðîçìiðíå, äîâæèíà ñòðèáêà */double v0 = 1.; /* , 1/ñåê, øâèäêiñòü äðåé�ó */lambda1 = r0/(d*d); /* , 1/ñåê, "òåìï" ñòðèáêiââïðàâî */lambda2 = lambda1 - v0/d; /* , 1/ñåê, "òåìï" ñòðèáêiââëiâî */if (lambda2<=0.){printf("\nlambda2=%f",lambda2);exit(1);}long N = RAND_MAX; /*äîâæèíà ìíîæèíè öiëèõ âèïàäêîâèõ÷èñåë*/ti
 = 1.5*dur/RAND_MAX; /*, ñåê, "öiíà ïîäiëêè", âèáðàíîòàê, ùî âèïàäêîâîìó ÷èñëó RAND_MAX âiäïîâiäà¹ iíòåðâàë1.5*dur */double tim = 0; /* , ñåê, ïîòî÷íèé ìîìåíò */int NP1=0; /* ïîòî÷íà êiëüêiñòü ñòðèáêiâ âïðàâî */int NP2=0; /* ïîòî÷íà êiëüêiñòü ñòðèáêiâ âëiâî */int s=0; /* ïîòî÷íå ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè (íîìåð âóçëà íàãðà�i) */double intrv1, intrv2; /* , ñåê, ïîòî÷íà äîâæèíàçãåíåðîâàíîãî iíòåðâàëó */



166 Äîäàòîê Adouble M=1; /* âêàçó¹ìî íàéáiëüøå çíà÷åííÿ p1(n), p2(n),M */srand((unsigned)time(NULL));/* iíiöiàëiçàöiÿ ãåíåðàòîðà âèïàäêîâèõ ÷èñåë */intrv1 = iv( lambda1 ); /* ÷àñ î÷iêóâàííÿ ïåðøîãîñòðèáêà âïðàâî */intrv2 = iv( lambda2 ); /* ÷àñ î÷iêóâàííÿ ïåðøîãîñòðèáêà âëiâî */while ( tim < dur ){if (intrv1 < intrv2){s++; /* ñòðèáîê âïðàâî */NP1++;tim += intrv1;intrv2 -= intrv1; /* ÷àñ î÷iêóâàííÿ ñòðèáêàâëiâî çìåíøó¹òüñÿ */intrv1 = iv( lambda1 ); /* íàñòóïíèé ÷àñî÷iêóâàííÿ ñòðèáêà âïðàâî */}elseif (intrv2 < intrv1){s--; /* ñòðèáîê âëiâî */NP2++;tim += intrv2;intrv1 -= intrv2; /* ÷àñ î÷iêóâàííÿ ñòðèáêàâïðàâî çìåíøó¹òüñÿ */intrv2 = iv( lambda2 ); /* íàñòóïíèé ÷àñî÷iêóâàííÿ ñòðèáêà âëiâî */}else



A.3 Ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü 167{NP2++;NP1++;tim += intrv2;intrv1 = iv( lambda1 ); /* íàñòóïíèé ÷àñî÷iêóâàííÿ ñòðèáêà âïðàâî */intrv2 = iv( lambda2 ); /* íàñòóïíèé ÷àñî÷iêóâàííÿ ñòðèáêà âëiâî */}printf("\n%f ",(double)s*d); /* äðóê íà åêðàíïîëîæåííÿ */}return 0;}



168



169Äîäàòîê BB.1 Îá÷èñëåííÿ àñèìïòîòèêè äëÿ IÏËÔîðìóëó (2.13), âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ X = �t, ïîäàìî â íàñòó-ïíîìó âèãëÿäi:It ln 2 = X �X lnX +Xn�1 e�XXnn! ln(n!):Ïåðåòâîðèìî ln(n!) â îñòàííüîìó âèðàçi çà äîïîìîãîþ �îðìóëèÑòiðëiíãà â íàñòóïíié �îðìi [14℄:n! = p2�nnne�ne�(n); äå j�(n)j � 112n: (B.1)Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî:It ln 2 = X �X lnX +Xn�1 e�XXnn! lnp2�n++Xn�1 e�XXnn! n lnn�Xn�1 e�XXnn! n+Xn�1 e�XXnn! �(n): (B.2)Ïåðåäîñòàííÿ ñóììà â (B.2) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:Xn�1 e�XXnn! n = XXn�1 e�X Xn�1(n� 1)! = X;



170 Äîäàòîê Bùî ïðè âðàõóâàííi â (B.2) äà¹It ln 2 =Xn�1 e�XXnn! lnp2�n+Xn�1 e�XXnn! n lnn�X lnX +Xn�1 e�XXnn! �(n) ==  (X) + �(X) + �(X); (B.3)äå  (X) =Xn�1 e�XXnn! lnp2�n;�(X) =Xn�1 e�XXnn! n lnn �X lnX;�(X) =Xn�1 e�XXnn! �(n):Âåëè÷èíà �(X) îöiíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:j�(X)j �Xn�1e�XXnn! 112n = 112X Xn�1e�X Xn+1(n + 1)! + �1 + 1n�< 112X + 112X Xn�1 e�X Xn+1(n + 1)! 1n < 16X : (B.4)Äëÿ îöiíêè �(X) ïîäàìî öåé âèðàç ó òàêîìó âèãëÿäi:�(X) = Xe�X Xn�0 Xnn! ln n + 1X ; (B.5)i âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü1� 1Æ � ln Æ � Æ � 1; (B.6)ñïðàâåäëèâó äëÿ âñiõ Æ > 0. Çîêðåìà, (B.6) äà¹1� Xn+ 1 � ln n+ 1X � n+ 1X � 1;



B.1 Àñèìïòîòèêà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ëi÷èëüíèêà171ùî ïðè âèêîðèñòàííi â (B.5) äà¹:Xe�X Xn�0 Xnn! �1� Xn+ 1� � �(X) � Xe�XXn�0 Xnn! �n+ 1X � 1� :(B.7)�ÿäè â (B.7) ñõîäÿòüñÿ àáñîëþòíî, çâiäêè äëÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè ìà¹-ìî: Xe�X Xn�0 Xnn! �1� Xn+ 1� = Xe�X : (B.8)Ïðàâà ÷àñòèíà â (B.7) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:Xe�X Xn�0 Xnn! �n+ 1X � 1� == Xe�X 0�Xn�0 Xnn! � nX + 1X�� eX1A == Xe�X 0�Xn�1 Xn�1(n � 1)! + 1XeX � eX1A = 1: (B.9)Ïiäñòàíîâêà (B.8) i (B.9) â (B.7) äà¹:Xe�X � �(X) � 1: (B.10)Ôóíêöiÿ  (X) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: (X) = e�X Xn�1 Xnn! �lnp2� + 12 lnn� == �1� e�X� lnp2� + 12e�X Xn�1 Xnn! lnn: (B.11)



172 Äîäàòîê BÎñòàííié âèðàç â (B.11) ïåðåòâîðèìî íàñòóïíèì ÷èíîì12e�XXn�1 Xnn! lnn == 12e�X Xn�0 Xnn! ln(n+ 1)� 12e�X Xn�1 Xnn! ln n + 1n == 12e�X Xn�0 Xnn! ln(n + 1)�� 12 lnX + 12 lnX � 12e�X Xn�1 Xnn! ln�1 + 1n� == 12X�(X) + 12 lnX � 12e�X Xn�1 Xnn! ln�1 + 1n� : (B.12)Òóò ïåðøèé äîäàíîê îöiíþ¹òüñÿ ÷åðåç (B.10). Äëÿ îöiíêè òðåòüî-ãî äîäàíêà âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü (B.6) â �îðìi1n + 1 � ln�1 + 1n� � 1n:Îñòàíí¹ äà¹:12e�X Xn�1 Xnn! 1n + 1 � 12e�X Xn�1 Xnn! ln�1 + 1n� � 12e�X Xn�1 Xnn! 1nm12Xe�X Xn�1 Xn+1(n + 1)! � 12e�X Xn�1 Xnn! ln�1 + 1n� � 12e�X Xn�1 Xnn! 1nm12X �1� e�X �Xe�X� � 12e�XXn�1 Xnn! ln�1 + 1n� � 12e�XXn�1 Xnn! 1n:(B.13)



B.1 Àñèìïòîòèêà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ëi÷èëüíèêà173Äëÿ îöiíêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè â (B.13) ïåðåòâîðèìî ¨¨ íàñòóïíèì÷èíîì:12e�XXn�1 Xnn! 1n == 12e�X Xn�1 Xn(n + 1)! + 12e�X Xn�1 Xn(n + 1)! 1n << 1Xe�X Xn�1 Xn+1(n + 1)! = 1X �1� e�X �Xe�X� : (B.14)Âèêîðèñòàâøè (B.14) â (B.13), ìà¹ìî:12X �1� e�X �Xe�X� � 12e�X Xn�1 Xnn! ln�1 + 1n� << 1X �1� e�X �Xe�X� :Âèêîðèñòàâøè îñòàíí¹ â (B.12), ìà¹ìî:12X�(X) + 12 lnX � 1X �1� e�X �Xe�X� << 12e�X Xn�1 Xnn! lnn <12X�(X) + 12 lnX � 12X �1� e�X �Xe�X� :Âèêîðèñòàâøè â îñòàííüîìó (B.10), ìà¹ìî:12e�X + 12 lnX � 1X �1� e�X �Xe�X� < 12e�XXn�1 Xnn! lnn << 12X + 12 lnX � 12X �1� e�X �Xe�X� = 12 lnX + 12X e�X + 12e�X :



174 Äîäàòîê BÂèêîðèñòàâøè îñòàíí¹ â (B.11), ìà¹ìî:�1� e�X� lnp2� + 12 lnX + 32e�X � 1X + 1Xe�X <<  (X) <�1� e�X� lnp2� + 12 lnX + 12Xe�X + 12e�X :mlnp2�X � 1X + e�X � 1X + 32 � lnp2�� <<  (X) << lnp2�X + e�X � 12X + 12 � lnp2�� : (B.15)Âèêîðèñòà¹ìî (B.4), (B.10), (B.15) â (B.3):lnp2�X � 1X + e�X � 1X + 32 � lnp2��+Xe�X � 16X << It ln 2 << lnp2�X + e�X � 12X + 12 � lnp2��+ 1 + 16X :Îñòàíí¹ âèçíà÷à¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó It íàñòóïíèì ÷èíîì:It = log2p2�X + �(X) log2 e; (B.16)äå �óíêöiÿ �(X) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi� 76X + e�X � 1X + 32 � lnp2� +X� < �(X) << 1 + 16X + e�X � 12X + 12 � lnp2�� : (B.17)



B.2 Àñèìïòîòèêà äëÿ öèêëi÷íîãî ëi÷èëüíèêà 175B.2 Îá÷èñëåííÿ ãðàíèöi äëÿ ÖÏËÄëÿ äîâåäåííÿ (2.23) íàì çíàäîáëÿòüñÿ íàñòóïíi �îðìóëè:Xn�0 Xnn! 
os(n') = eX 
os' 
os(X sin');Xn�0 Xnn! sin(n') = eX 
os' sin(X sin'); (B.18)ÿêi ìîæíà äîâîäèòè îäíî÷àñíî, âèêîðèñòàâøè �îðìóëó exp(i') =
os'+ i sin', äå ' � äiéñíå, i = p�1:Xn�0 Xnn! ein' =Xn�0 (Xei')nn! == exp(Xei') = exp(X 
os' + iX sin') == eX 
os'(
os(X sin') + i sin(X sin')): (B.19)�îçãëÿíóâøè â îñòàííüîìó îêðåìî äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè, îäåð-æèìî �îðìóëè (B.18). Íàñòóïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ ïîëÿãà¹â òîìó, ùî áóäü-ÿêó ïåðiîäè÷íó �óíêöiþ f(n) âiä íàòóðàëüíîãîàðãóìåíòó n ç ïåðiîäîì k ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäif(n) = X0�m<k amei 2�k mn; n = 0; 1; : : :; k � 1; (B.20)äå am, m = 0; 1; : : : ; k� 1 � êîìïëåêñíi ÷èñëà. Äëÿ äîâåäåííÿ çà-óâàæèìî, ùî (B.20) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ñèñòåìó k ëiíiéíèõ ðiâ-íÿíü âiäíîñíî k íåâiäîìèõ, a0; a1; : : : ; ak�1. Ç òåîði¨ òàêèõ ñèñòåìâiäîìî, ùî (B.20) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ïðè áóäü-ÿêîìó íàáîðiçíà÷åíü ff(0); f(1); : : :; f(k � 1)g, ÿêùî ìàòðèöÿ A êîå�iöi¹íòiâ



176 Äîäàòîê Bïðè íåâiäîìèõ � íåîñîáëèâà. Öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿäA = 0BBBBBBBBBBBB�1 1 1 : : : 11 ei 2�k ei 2�k 2 : : : ei 2�k (k�1)1 e2i2�k e2i2�k 2 : : : e2i 2�k (k�1)... ... ... . . . ...1 e(k�1)i 2�k e(k�1)i 2�k 2 : : : e(k�1)i 2�k (k�1)1CCCCCCCCCCCCA : (B.21)Äëÿ äîâåäåííÿ íåîñîáëèâîñòi ìàòðèöi A âêàæåìî ÿâíèé âèãëÿäîáåðíåíî¨ äî íå¨ ìàòðèöi A�1:A�1 = 1k 0BBBBBBBBBBBB�1 1 1 : : : 11 e�i 2�k e�i 2�k 2 : : : e�i 2�k (k�1)1 e�2i 2�k e�2i 2�k 2 : : : e�2i 2�k (k�1)... ... ... . . . ...1 e�(k�1)i 2�k e�(k�1)i 2�k 2 : : : e�(k�1)i 2�k (k�1)1CCCCCCCCCCCCA :(B.22)Ïåðåâiðèìî âçà¹ìíó îáåðíåíiñòü öèõ ìàòðèöü:(A�1A)lm = X0�n<k(A�1)lnAnm = 1k X0�n<k ei 2�k (m�l)n = Blm:Î÷åâèäíî, Bmm = 1 äëÿ âñiõ m. ßêùî m 6= l, òî ei 2�k (m�l) 6= 1 iei 2�k (m�l)Blm = 1k X0�n<k ei 2�k (m�l)(n+1) == 1k X1�n�k ei 2�k (m�l)n = 1k X0�n<k ei 2�k (m�l)n = Blm;



B.2 Àñèìïòîòèêà äëÿ öèêëi÷íîãî ëi÷èëüíèêà 177îñêiëüêè ei 2�k (m�l)�0 = ei 2�k (m�l)k. Îòæå,�ei 2�k (m�l) � 1�Blm = 0;çâiäêè âèõîäèòü, ùî Blm = 0 ïðè m 6= l. Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöi(B.21) i (B.22) âçà¹ìíî îáåðíåíi. Êîå�iöi¹íòè am â (B.20) çíàõî-äÿòüñÿ çà �îðìóëàìèam = X0�n<k(A�1)mnf(n) = 1k X0�n<k e�i 2�k mnf(n);çîêðåìà a0 = 1k X0�n<k f(n):Âèêîðèñòîâóþ÷è (B.18) i (B.19), ìà¹ìî:Xn�0 Xnn! f(n) = X0�m<k amXn�0 Xnn! ei 2�k mn == X0�m<k ameX 
os 2�k m(
os(X sin 2�k m) + i sin(X sin 2�k m)):(B.23)Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âñiõ m 2 f1; 2; : : : ; k � 1g 
os 2�k m < 1: Çâiäñèi (B.23) âèïëèâà¹, ùîlimX!1 e�X Xn�0 Xnn! f(n) = a0 = 1k X0�n<k f(n):Îòæå, (2.23) äîâåäåíî.



178 Äîäàòîê BB.3 Îá÷èñëåííÿ àñèìïòîòèêè äëÿ ÖÏËIÏåðåïèøåìî (2.40) â íàñòóïíîìó âèãëÿäi(I
it � It) ln 2 == �e�X Xn�1 X0�j<k� Xnk+j(nk + j)! ln�nkX �j � (B.24)�e�X Xn�1 X0�j<k Xnk+j(nk + j)! ln0� X0�i<k� Xnk�i (nk)i(nk + j)!(nk)j(nk + i)!1A: (B.25)�îçãëÿíåìî âèðàç (B.24). Âií ñêëàäà¹òüñÿ ç k äîäàíêiâ, ÿêi îäåð-æóþòüñÿ �iêñàöi¹þ ïåâíîãî çíà÷åííÿ j. Äîâåäåìî, ùî êîæåí çöèõ äîäàíêiâ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè X ! 1. Âèêîðèñòà¹ìî äëÿöüîãî íàñòóïíó íåðiâíiñòü:1� Xnk � ln nkX � nkX � 1: (B.26)Çàñòîñó¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó (B.26) â (B.24):e�X Xn�1 Xnk+j(nk + j)! ln nkX � e�XXn�1 Xnk+j(nk + j)! �nkX � 1� == e�X Xn�1 Xnk+j�1(nk + j � 1)! nknk + j � e�X Xn�1 Xnk+j(nk + j)! ! 0;îñêiëüêè òóò ïåðøèé äîäàíîê ïðÿìó¹ äî 1k , à äðóãèé � äî � 1k ïðèX !1. Çàñòîñó¹ìî ëiâó ÷àñòèíó (B.26) â (B.24):e�X Xn�1 Xnk+j(nk + j)! ln nkX � e�XXn�1 Xnk+j(nk + j)! �1� Xnk� == e�XXn�1 Xnk+j(nk + j)! � e�X Xn�1 Xnk+j+1(nk + j + 1)! nk + j + 1nk ! 0;àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó. Îñòàííi äâi ãðàíèöi äîâîäÿòü, ùî âèðàç(B.24) ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè X !1.



B.3 Öèêëi÷íèé+iíòåãðàëüíèé ëi÷èëüíèêè 179Îöiíèìî òåïåð âèðàç (B.25). Çàñòîñó¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâ-íîñòi (B.6) äî ÷àñòèíè (B.25) ç �iêñîâàíèì j:e�X Pn�1 Xnk+j(nk+j)! ln P0�i<k � Xnk�i (nk)i(nk+j)!(nk)j(nk+i)!! �e�X Pn�1 Xnk+j(nk+j)!  P0�i<k � Xnk�i nknk+1 : : : nknk+i nk+1nk : : : nk+jnk � 1! =P0�i<k e�X Pn�1 Xnk+j+i(nk+j+i)! nk+j+1nk : : : nk+j+ink nknk+1 : : : nknk+i nk+1nk : : : nk+jnk�e�X Pn�1 Xnk+j(nk+j)! :Òóò ÷àñòèíà, ÿêà âiäïîâiäà¹ �iêñîâàíîìó i, ïðÿìó¹ äî 1k , êîëèX !1. Îòæå, îöiíêàe�X X0�j<kn�1 Xnk+j(nk + j)! ln0� X0�i<k�Xnk�i (nk)i(nk + j)!(nk)j(nk + i)!1A �� k � 1: (B.27)Äëÿ îöiíêè öüîãî æ âèðàçó çíèçó âèêîðèñòà¹ìî îïóêëiñòü ëîãà-ðè�ìi÷íî¨ �óíêöi¨:ln0� 1k X0�i<k ai1A � 1k X0�i<k ln ai;àáî, ïiñëÿ çàìiíè ai ! kailn X0�i<k ai � ln k + 1k X0�i<k ln ai:Çàñòîñóâàâøè îñòàíí¹ äî (B.25), îäåðæèìîe�X X0�j<kn�1 Xnk+j(nk + j)! ln0� X0�i<k� Xnk�i (nk)i(nk + j)!(nk)j(nk + i)!1A � ln k+



180 Äîäàòîê B+ 1k X0�i<k0�j<kn�1 e�X Xnk+j(nk + j)! ln� Xnk�i++ 1k X0�i<k0�j<kn�1 e�X Xnk+j(nk + j)! ln (nk)i(nk + j)!(nk)j(nk + i)! :Òóò âèðàç ó ïåðåäîñòàííüîìó ðÿäêó ïðÿìó¹ äî íóëÿ àíàëîãi÷íî(B.24), à âèðàç â îñòàííüîìó ðÿäêó ïðÿìó¹ äî íóëÿ, îñêiëüêè âíüîìó äðiá, ÿêèé ñòî¨òü ïiä ëîãàðè�ìîì, ïðÿìó¹ äî îäèíèöi, êîëèn ! 1. Âðàõóâàâøè îñòàíí¹ i (B.27) â (B.24), (B.25), îäåðæèìîîöiíêó (2.41): �k + 1 � (I
it � It) ln 2 � � ln k;ñïðàâåäëèâó ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí, ÿêi ïðÿìóþòü äî íóëÿ, êîëèt!1.



181Äîäàòîê CC.1 Äîïîìiæíà ãðàíèöÿ äëÿçâ'ÿçóþ÷îãî íåéðîíà ç N0 = 2Äëÿ äîâåäåííÿ (2.48) âèêîíà¹ìî íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:limm!1 e�mx m+1Xl=0 xl (m� l+ 2)ll! = limm!1 e�mxm�1Xl=0 (mx)l (1 � lm )ll! :Âèáåðåìî 0 < � < 1 i ðîçiá'¹ìî âèðàç ïiä çíàêîì ãðàíèöi òàêèì÷èíîì:e�mxm�1Xl=0 (mx)l (1� lm )ll! == e�mx [�m℄Xl=0 (mx)l (1� lm )ll! + e�mx m�1Xl=[�m℄+1 (mx)l (1� lm )ll! ;(C.1)



182 Äîäàòîê Cäå [a℄ ïîçíà÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà a. Òóò äðóãèé äîäàíîê îöiíþ-¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:e�mx m�1Xl=[�m℄+1 (mx)l (1� lm )ll! < e�mx 1Xl=0 (mx)l (1� [�m℄+1m )ll! << e�mx 1Xl=0 (mx)l (1� �)ll! = e�m�x ! 0:Öåé äîäàíîê çáiãà¹òüñÿ äî 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ � ç iíòåðâà-ëó 0 < � < 1. Ïåðøèé äîäàíîê â (C.1) ïåðåòâîðèìî òàêèì ÷èíîì:e�mx [�m℄Xl=0 (mx)l (1 � lm )ll! < e�mx [�m℄Xl=0 (mx)ll! :ßêùî âèáðàòè � òàê, ùî � < x (ïðè x � 1 öÿ óìîâà âèêîíàíà àâ-òîìàòè÷íî), òî [�m℄ < mx i â îñòàííié ñóìi íàéáiëüøèé äîäàíîê� îñòàííié. Öå äîçâîëÿ¹ îöiíèòè ñóìó íàñòóïíèì ÷èíîì (ïåðøèéäîäàíîê âiäêèíóòî äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó):e�mx [�m℄Xl=0 (mx)ll! < e�mx[�m℄ (mx)[�m℄[�m℄!Äëÿ îöiíêè îñòàííüîãî çàñòîñó¹ìî �îðìóëó Ñòiðëiíãà:e�m x[�m℄ (mx)[�m℄[�m℄ ! = e�mx[�m℄ (mx)[�m℄[�m℄[�m℄ e�[�m℄p2� [�m℄ e�([�m℄) == e�mxr [�m℄2� (mx)[�m℄[�m℄[�m℄ e�[�m℄ e��([�m℄) = e�m xr [�m℄2� �mxe[�m℄�[�m℄ ��e��([�m℄) =r [�m℄2� 0��mxe[�m℄� [�m℄m e�x1Am e��([�m℄):Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî m 0 � [�m℄m � �. Îòæå, ÿêùîâèáðàòè � òàê, ùî �x e� �� e�x � a < 1; (C.2)



C.2 Äîïîìiæíi �óíêöi¨ äëÿ íåéðîíà ç N0 = 3 183òî íåðiâíiñòü �mxe[�m℄� [�m℄m e�x � aáóäå ñïðàâäæóâàòèñü äëÿ âñiõ m � 1=�. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âè-áðàòè 0 < � < 1 òàê, ùî � < x i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (C.2), òîïåðøèé äîäàíîê â (C.1) òàêîæ ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè m ! 1,îñêiëüêè â �îðìóëi Ñòiðëiíãà j�(n)j < 1=(12n), ùî i òðåáà áóëîäîâåñòè.C.2 Çíàõîäæåííÿ äîïîìiæíèõ �óíêöiéäëÿ íåéðîíà ç N0 = 3�iâíÿííÿ, ÿêå ñëiä ðîçâ'ÿçàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ f(x), �f(x)� qeq(x�1) 1�xZ0 f(y)dy = q e�q � q eq x�2 q: (C.3)Ñïî÷àòêó ñëiä ïåðåñâiä÷èòèñü, ùî âîíî ìà¹ íå áiëüøå îäíîãîðîçâ'ÿçêó. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ðiâíÿííÿf �M(q)f = 0ìàëî ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ ç îöiíêè íîðìèîïåðàòîðà M(q), ïîäàíî¨ íà ñ. 129. Äiéñíî, ÿêùî ìà¹ìîf =M(q)f;òî jjf jj= jjM(q)f jj � e�qjjf jj:Îñòàíí¹ ìîæëèâå òiëüêè äëÿ f(x) = 0. Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçîêðiâíÿííÿ (C.3) iñíó¹. Äiéñíî, âií äà¹òüñÿ çáiæíèì ïî íîðìi ðÿ-äîì (2.66). Íàøà ìåòà � îäåðæàòè âèðàç äëÿ �óíêöi¨ f(x) ÷åðåçåëåìåíòàðíi �óíêöi¨, ÿêèé íå ìiñòèòü ñóìàöi¨ áåçìåæíîãî ðÿäó.



184 Äîäàòîê C�îçäiëèìî ðiâíÿííÿ (C.3) íà qeq(x�1) i ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî ïîx:eq(1�x) dd x f(x)� q eq(1�x) f(x)+ q f(1� x) = �q2 e�q x; f(1) = 0: (C.4)Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ â ñóêóïíîñòi ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ åêâiâàëåíòíå(C.3). Äiéñíî, ïðîiíòåãðó¹ìî (C.4) ïî iíòåðâàëó [x; 1℄ i âèêîðèñòà-¹ìî ãðàíè÷íó óìîâó:q Z 1x f(1� z) dz � eq�q x f(x) = q e�q � q e�q x:Îñòàíí¹ ïåðåõîäèòü â (C.3) ïiñëÿ çàìiíè çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿz ! 1� y.Ïiäñòàâèìî â (C.3) 1 � x çàìiñòü x i çíàéäåìî ç îäåðæàíîãîðiâíÿííÿ âèðàç äëÿ f(1� x):f(1� x) = q e�q x xZ0 f(y) dy � q e�q x�q + q e�q :Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â (C.4):q2e�qx xZ0 f(y) dy + eq(1�x) dd x f(x)� qeq(1�x)f(x)� q2e�qx�q++q2e�q = �q2e�qx:Äîìíîæèìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íà eqx i ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî ïî x:eq d2d x2 f(x)� q eq dd x f(x) + q2 f(x) + q3 eq x�q = 0: (C.5)�îçâ'ÿçîê îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ çàäîâîëüíÿòè òàêîæ i ðiâíÿ-ííÿ (C.4) ðàçîì iç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü âè-çíà÷èòè äâi äîâiëüíèõ êîíñòàíòè â çàãàëüíîìó ðîçâ'ÿçêó (C.5).



C.2 Äîïîìiæíi �óíêöi¨ äëÿ íåéðîíà ç N0 = 3 185Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (C.5) ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:f(x) = eqx=2 K1 sin�q e�q=2p4� eq x2 �++K2 
os�q e�q=2p4� eq x2 �!� q eq x�qïðè eq � 4,f(x) = eqx=2 K1 sinh�q e�q=2peq � 4x2 �++K2 
osh�q e�q=2peq � 4x2 �!� q eq x�qïðè eq � 4:Âèçíà÷åííÿ êîíñòàíò äà¹ íàñòóïíi âèðàçè äëÿ f(x):f(x) = q e q x2 + 3 q2  2 
os� q e� q2 p4�eq x2 �2 e2 q 
os� q e� q2 p4�eq2 �+ e 5 q2 �� p4� eq sin�q e� q2 p4�eq (x�1)2 �2 e2 q 
os� q e� q2 p4�eq2 �+ e 5 q2 ++ e q2 
os�q e� q2 p4�eq (x�1)2 �2 e2 q 
os�q e� q2 p4�eq2 �+ e 5 q2 !� q eq x�q; ïðè eq � 4; i (C.6)



186 Äîäàòîê Cf(x) = q e q x2 + 3 q2  2 
osh� q e� q2 peq�4 x2 �2 e2 q 
osh�q e� q2 peq�42 �+ e 5 q2 ++ peq � 4 sinh�q e� q2 peq�4 (x�1)2 �2 e2 q 
osh� q e� q2 peq�42 �+ e 5 q2 ++ e q2 
osh� q e� q2 peq�4 (x�1)2 �2 e2 q 
osh� q e� q2 peq�42 �+ e 5 q2 !� q eq x�q; ïðè eq � 4: (C.7)Îäåðæàíi âèðàçè âèêîðèñòà¹ìî äëÿ îá÷èñëåííÿ S(q) çà �îðìó-ëîþ (2.67): S(q) = 1� e�q + 1Z0 dx f(x):Îñòàíí¹ äà¹ äëÿ eq � 4 S(q) = (C.8)= e4 q s(q) sin�q e� q2 s(q)2 �+ �e 9 q2 � 2 e 7 q2 � 
os�q e� q2 s(q)2 �+ e4 q2 e 7 q2 
os� q e� q2 s(q)2 �+ e4 q ;äå s(q) = p4� eq.Äëÿ eq � 4 îäåðæó¹òüñÿ âèðàçS(q) = (C.9)= �e4 q s1(q) sinh�q e� q2 s1(q)2 �+ �e 9 q2 � 2 e 7 q2 � 
osh�q e� q2 s1(q)2 �+ e4 q2 e 7 q2 
osh�q e� q2 s1(q)2 �+ e4 q ;äå s1(q) = peq � 4.
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